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ie Reciprocitätsgesetze , welche unter den Resten und Nichtresten der 
Potenzen Statt haben, bflden gewissermaafsen den Sohlufsstein der Lehre 
von den Potenzresten und eröfißien zugleich den Weg für weitere und tiefer 
liegende arithmetische Untersuchungen. Sie sind in diesen beiden Beziehun- 
gen für die Zahlentheorie TOn grofser Wichtigkeit , aber eine noch höhere 
Bedeutung haben sie in der geschichtlichen Entwickelung dieser mathemati- 
schen Disciplin dadurch erlangt, dafs die Beweise derselben, so weit sie 
überhaupt gefunden sind , fast durchgängig aus neuen , bis dahin noch uner^ 
forschten Gebieten haben geschöpft werden müssen , welche so der Wissen- 
schaft aufgeschlossen worden sind. Wegen dieser Schwierigkeit der Beweise 
ist man in der Erkenntnifs der Reciprocitätsgesetze bisher nicht viel über 
die quadratischen, kubischen und biquadratischen hinausgekommen, obgleich 
mehrere der ausgezeichnetsten Mathematiker der neueren Zeit sie zimi Ge- 
genstande ihrer Forschungen gemacht haben. 

Euler hat das Verdienst, das Reciprocitätsgesetz für quadratische 
Reste zuerst bemerkt zu haben, m. s. dessen Commentationes arithmeticae 
coUectae Bd. i , pg. 486, aber man kennt keinen Versuch , den er gemacht 
hätte dasselbe zu beweisen. Hierauf hat Legendre, von Euler unab- 
hängig, dieses Gesetz ebenfalls gefunden, und weil er dessen grofse Wichtig* 
keit erkannte, einen sehr sinnreichen Beweis desselben aufgestellt, welcher 
nur in so fem unvollständig ist, als er voraussetzt, dafs zu einer jeden Prim- 
zahl von der Form 4n-f- 1 eine Primzahl der Form 4n+3 gefunden werden 

A2 
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kann , in Beziehung auf welche jene quadratischer Nichtrest ist , welches 
Postulat leicht yon dem allgemeineren Satze abhängig gemacht wird, da£s jede 
arithmetische Reihe , in welcher nicht alle Glieder einen gemeinschaftlichen 
Faktor haben , nothwendig Primzahlen enthalten mufs« Um diesen Mangel 
des Legen dreschen Beweises zu heben, hat später Hr. Dirichlet diese 
Eigenschaft der arithmetischen Reihen streng bewiesen, und zwar durch die 
neuen , überaus fruchtbaren Methoden , durch deren Hülfe er auch die 
Elassenanzahl der quadratischen Formen gefunden hat« Diese berühmten 
Arbeiten des Hm. Dirichlet können daher als solche beti*achtet werden, 
welche der Beschäftigung mit den Reciprocitatsgesetzen ihre Entstehung 
TCrdanken. 

Den ersten yoUständigen und strengen Beweis des quadratischen Reci- 
procitätsgesetzes hat Gaufs in seinen Disquisitiones arithmeticae pg. 124, sq. 
gegeben, indem er gezeigt hat, dafs, wenn dieses Gesetz für alle Primzahlen 
bis zu einer bestimmten Gränze hin richtig ist , dasselbe auch richtig bleibt, 
wenn diese Gränze so weit erweitert wird , dafs sie eine Primzahl mehr um- 
fafst, woraus nach dem bekannten Schlüsse der Induktionsbeweise die All- 
gemeingültigkeit desselben folgt. Dieser Beweis , welcher yor allen übrigen 
sich dadurch auszeichnet, dafs er keine, dem Gebiete der Congruenzen 
zweiten Grades fremden Hülfsmittel braucht, ist später yon Hm. Dirichlet 
in einfacherer Weise dargestellt worden in Cr eile's Journal, Bd. 47, pg. 139. 

Der zweite Beweis des theorema fundamentale, wie Gaufs dieses 
Reciprocitätsgesetz der quadratischen Reste bezeichnet , findet sich ebenfalls 
in den Disquisitiones arithmeticae, pg. 414, sq., wo er aus der Theorie der 
quadratischen Formen abgeleitet wird. Die Grundgedanken desselben werde 
ich weiter unten genauer zu entwickeln Gelegenheit nehmen, da es diejenigen 
sind, welche ich für den ersten Beweis des allgemeinen Reciprocitätsgesetzes 
in Anwendung gebracht habe, den ich in der gegenwärtigen Abhandlung 
geben will. 

Auüser den beiden, in den Disquisitiones arithmeticae enthaltenen 

« 

Beweisen hat Gaufs später noch yier yerschiedene Beweise desselben Satzes 
in den Commentarien der Göttinger Akademie gegeben. Zwei yon diesen, 
nämlich der als dritter und der als fünfter yon Gaufs bezeichnete, sind bei- 
nahe eben so elementar, als der erste Beweis, da sie nur in so fem das Ge- 
biet der Congmenzen zweiten Grades yerlassen , als ein Satz über die reinen 
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Gongruenzen höherer Grade hinzugezogen wird. Beide Beweise stützen 
dch auch auf einen und denselben, nicht schwer zu beweisenden Satz, welcher 
in der Abzahlung der kleinsten positiven Beste einer arithmetischen Reihe, 
die gröfser als die Hälfte des Moduls sind, ein Kriterium dafür giebt, ob eine 
gegebene Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest dieses Moduls ist. Der 
Unterschied derselben liegt hauptsächlich nur in der Art der Abzahlung 
dieser Reste, welche in dem einen Beweise fiir sich selbst betrachtet, in 
dem andei*en aber durch die gröfsten Ganzen ausgedi*ückt werden , welche 
in gewissen gebrochenen Zahlen enthalten sind. Als eine Modification die- 
ser G auf sischen Beweise ist auch derjenige anzusehen, welchen Eisenstein 
in Cr eile's Journal, Bd. 28, pg. 246, gegeben hat. Dieser Beweis unter- 
scheidet sich nämlich von dem dritten Gaufsischen nur darin, dafs geome- 
trische Anschauungen zu Hülfe genommen , und die in den Brüchen enthal- 
tenen gröfsten Ganzen durch die Anzahl der in bestimmten Gränzen liegen- 
den Gitterpunkte eines Netzes dargestellt werden. 

Die anderen beiden Gaufsischen Beweise haben ihre Quelle in der 
Theorie der ELreistheilung. Diese zeigt, wie die Quadratwurzel einer jeden 
gegebenen Zahl durch Wurzeln der Einheit in ganzer rationaler Form dar- 
gestellt werden kann, wobei nur der eine Punkt unentschieden bleibt: ob 
diese Darstellung den Werth der Quadratwurzel mit dem positiven oder mit 
dem negativen Vorzeichen giebt. Die Bestimmung dieses Vorzeichens ist 
der hauptsächlichste Gegenstand der Gaufsischen Abhandlung, welche den 
vierten Beweis des quadratischen Reciprocitätsgesetzes enthält, und den Titel 
Summatio quarundam serierum singularium führt. Dieselbe, sowohl durch 
die Einfachheit des für Primzahlen und für zusammengesetzte Zahlen 
gleichmäfsig geltenden Resultats , als auch durch die Schwierigkeit des Be- 
weises interessante Vorzeichenbestimmung , nebst dem darauf gegründeten 
Beweise des Reciprocitätsgesetzes, ist später von Hm. Dirichlet, in einer 
vor der Akademie im Jahre 1835 vorgetragenen Abhandlung, nach einer 
anderen Methode, mit Anwendung bestimmter Integrale, abgeführt worden. 

Der sechste Gaufsische Beweis, welcher auch auf der Kreistheilung 
beruht , uud zwar auf demselben Ausdrucke der Quadratwurzel aus p durch 
pte Wurzeln der Einheit, unterscheidet sich wesentlich dadurch von dem 
anderen , dafs er die Bestimmung des Vorzeichens der Quadratwurzel nicht 
erfordert. Der eigentliche Kern dieses Beweises wird bei Gaufs dadurch 
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etrras yerhüUt , dafe anstatt der p ten Wtmel der Einheit eine imbestiiiiinte 
Variable x angewendet wird^ was zur Folge hat, dafs Congruenfien unter 
ganzen rationalen Funktionen von x nach dem Modul 1 4«a?^a:'H** • •-f*cr^~'* 
angewendet werden müssen, anstatt deren man nur ein&che Gleichungen 
erhält , wenn dem x der specielle Werth einer primitiven p ten Wurael der 
Einheit gegeben wird. Diese Vereinfachung des sechsten Oauüsischen Be- 
weises hat zuerst Jacobi ausgeführt und im Jahre 1827 an Legendre 
brieOieh mitgetheilt, welcher sie im Jahre 1830 in die dritte Ausgabe seiner 
theorie des nombres aufgenommen hat. Mit dieser Jacobischen Darstellung 
deS'Gaufsischen Beweises stimmt auch ein von Cauchy in Ferussac bulletm 
im Jahre 1829 gegebener Beweis des Reciprocitätsgesetzes im Wesentlichen 
überein. Eisenstein, welchem Jacobi's und Gauchy's Arbeiten über 
diesen Gegenstand unbekannt geblieben waren, hat denselben Beweis im 
Jahre 1844 in Grell e's Journal, Bd. 28, pag. 41, reproducirt. 

Die aufserdem noch zu erwähnenden Beweise des quadratischen Be^ 
ciprocitätsgesetzes hängen alle mit der Theorie der Ereistheilung zusammen. 
Am nächsten steht den von Jacobi und Cauchj gegebenen Beweisen der- 
jenige, welchen Hr. Liouville im 12 ten Bande seines Joumars, pg. 95, 
aufgestellt hat , dessen Unterschied von jenen hauptsächlich nur darin liegt, 
dafs Hr. Liouville nicht den Ausdnick der Quadratwurzel aus p durch 
eine Summe von pten Wurzeln der Einheit, sondern den Ausdruck als 
Produkt von Differenzen dieser Einheitswurzeln anwendet, welcher, wena 
man von den fertigen Resultaten der Kreistheilung keinen Gebrauch machen 
will , viel leichter unmittelbar herzustellen ist , und darum einen Vorzug vor 
jenem hat. Der Beweis von Hm. Lebesgue, in Liouville's Journal, Bd. 3, 
pag. 134, beruht auf der vollständigen Poteuzerhebung des Ausdrucks der 
Quadratwurzel aus p durch die Einheitswurzeln, wodurch die ^(9 — l)te 
Potenz von p gewonnen wird , ohne dafs die Vielfachen von q weggelassen 
werden. Die Goefficienten dieser Entwickelung , welche nur drei verschie- 
dene Zahlen sind , werden in bekannter Weise durch die Anzahl der Auf- 
lösungen gewisser Congruenzen definirt, und aus dem so bestimmten 
Ausdrucke der \{q — l)ten Potenz von p wird das Reciprocitätsgesetz für 
die beiden Primzahlen p und q ohne Schwierigkeit erschlossen. An diesen 
Beweis von Hrn. Lebesgue schliefst sich der von Eisenstein, in^Crelle's 
Journal, Bd. 27, pag. 322, gegebene Beweis sehr genau an, obgleich er 
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acheinbar von ganx anderen Prinzipien ausgeht. Eisenstein gebraucht in 
demselben gewisse Zahlenausdrücke, welche auf combiDatorischem Wege 
aus den bekannten Legendreschen Zeichen , deren Werthe nur + 1 und *- 1 
sind, ye nachdem eine Zahl Rest oder Nichtrest der anderen ist, zusammen- 
gesetzt werden , und ^r stellt durch diese die ^ (^ ^ 1 ) te Potenz von p so dar, 
dafs durch Weglassung der Vielfachen von q das Reciprocitätsgesetz gewon« 
nen wird. Betrachtet man aber diese Easensteinschen Zahlenausdrücke 
näher, so bemerkt man leicht ihren Ursprung aus der Kreistheilung, welchen 
Eisenstein selbst verschwiegen hat, und man erkennt, dafs sie nichts 
anderes sind , als die CoefHcienten der Entwickelung einer Potenz des Aus- 
drucks Toa Vp durch die plen Wurzeln der Einheit, und dafs sie mit den 
Ton Hm* Lebesgue durch die Anzahl der Auflösungen gewisser Congru- 
enzen definirten Zahlen wesentlich übereinstimmen. Dieses hat auch Hr. 
Lebesgue, in Liouville's Journal, Bd. 12, pag, 457, nachgewiesen. 

Für einen der schönsten Beweise dieses von den ausgezeichnetsten 
Mathematikern viel bewiesenen Theorems wird aber derjenige mit Recht 
gehalten, welchen Eisenstein in Crelle's Journal, Bd. 29, pag..l77, ge- 
geben hat. In diesem wird das Legendresche Zeichen (^\ durch Kreisfunk- 
tionen so ausgedrückt , dafs bei der Vertauschung von p und g dieser Aus- 
druck, bis auf eine leicht zu bestimmende Änderung im Vorzeichen, unge- 
ändert bleibt. Dieser Beweis hängt in so fem ebenfalls mit der Theorie 
der Kreistheilung zusammen , als der Ausdruck des (^^ nur die Sinus der 

Vielfachen von enthält, welche mit den ^ten Wurzeln der Einheit ganz 

auf derselben Stufe stehen, auch ist dieser Ausdruck mit dem von Hm. 
Liouville in seinem Beweise angewendeten Produktausdrucke der Qua- 
dratwurzel aus p nahe verwandt. Wenn dieser Eisensteinsche Beweis schon 
w^en seiner vorzüglichen Eleganz beachtenswerth ist, so wird der Werth 
desselben noch dadurch erhöht, dafs er, wie Eisenstein selbst gezeigt hat, 
ohne besondere Schwierigkeit auch auf die bicpiadratischen und die kubischen 
Reciprocitätsgesetze angewendet werden kann , wenn anstatt der Kreisfunk- 
tionen elliptische Funktionen mit bestimmten Moduln angewendet werden. 

Was nun in dem Gebiete der Reciprocitätsgesetze für die Reste und 
Nichtreste höherer Potenzen bisher geleistet worden ist, beschränkt sich 
zwar hauptsäcblioh nur auf die vollständigen Beweise dieser Gesetze für die 
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bicpiadratischen und die kubischen Reste und Nichtreste und dariiber hinaus 
nur auf gewisse sehr specieile Fälle ; es ist aber grade dieses för die ganze 
weitere Entwickelung der Zahlentheorie Ton den bedeutendsten Folgen ge- 
wesen y weil dadurch das Gebiet dieser mathematischen Disciplin uneadlich- 
fach erweitert worden ist, nach Gaufs eigenen Worten: ui campus ArUh' 
meticae suhUmioris inßnUies quasi promoveatur* Der eben so einfache als 
vielumfassende Gedanke dieser Erweiterung der Zahlentheorie , nämlich die 
Einführung complexer ganzer Zahlen, welche unter denselben 6e»chts« 
punkten betrachtet werden können, als die gewöhnlichen ganzen Zahlen, 
ist zuerst in der im Jahre 1828 erschienenen, aber der Göttinger Akademie 
schon im Jahre 1825 übergebenen Abhandlung von Gaufs, über die biqua- 
dratischen Reste , niedergelegt , und in einer zweiten Abhandlung über den- 
selben Gegenstand vom Jahre 1832 weiter ausgeführt • Nach Jacobi's 
Meinung ist dieser Gedanke nicht aus dem Gebiete der Arithmetik allein 
erwachsen, sondern imter Mitwirkung der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen , namentlich der lemniskatischen , für die eine complexe Multiplika- 
tion mit Zahlen von der Form a-\-hV—i und die entsprechende Division 
Statt hat, welche Gaufs für sich schon über ein Yierteljahrhundert eher 
gekannt hat, als sie durch die Arbeiten von Abel und Jacobi ein Allge- 
meingut der Wissenschaft geworden ist. Zwar ist in der Gaufsischen Dar- 
stellung des Gedankens der complexen Zahlen keine Spur dieses von Jacobi. 
yermulheten Ursprungs zu finden; da aber Gaufs in seinen Ahandlungen 
mehr darauf ausging, die mathematischen Wahrheiten kunstgerecht aufzu- 
bauen, als sie genetisch zu entwickeln, und da er nach seinem eigenen Aus- 
drucke das Gerüst abtrug, wenn der Bau vollendet war, so läfst sich schwer 
entscheiden, ob wirklich die Lemniskatenfunktionen mit zu den Balken des 
Gerüstes gehört haben, mit dessen Hülfe er dieses imyergängliche Werk 
errichtet hat. In der Theorie der bicpiadratischen Reste erscheint die Ein- 
fuhrung der complexen Zahlen von der Form a+bV—i dadurch motivirt, 
dafs die bicpiadratischen Reciprocitätsgesetze für gewöhnliche Primzahlen 
sehr complicirt sind, namentlich für die Primzahlen von der Form 4/1 + 1, 
welche sich als Summen zweier Quadratzahlen darstellen lassen , dafs diese 
Reciprocitätsgesetze aber die einfachste Form annehmen, wenn man die 
gewöhnlichen Primzahlen yon der Form p=a' + i' in die imaginären Fak- 
toren a + ft )/ — 1 imd a — ft K— 1 zerlegt, und unter diesen als den für die vor- 
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Hegende Frage wahren Primzahlen die Reciprocitätsgesetze au&tellt. Dieses 
neue Princip ist es, welches die genannten beiden Gaufsischen Abhandlungen 
zu Dokumenten einer bedeutenden Epoche in der geschichtlichen Entwicke- 
lung der 2^hlentheorie erhebt y welche auch auf die verwandten mathema- 
tischen Disciplinen einen grofsen Einflufs ausgeiibt hat ; die in den Abhand- 
lungen enthaltenen neuen Sätze über biquadratische Reste treten dagegen in 
den Hintergrund. Gaufs bat nämlich in denselben nur diejenigen Sätze 
ToUständig bewiesen, welche als die Ergänzungssätze zu dem biquadratischen 
Reciprocitätsgesetze bezeichnet werden müssen, da sie grade nur die biqua- 
dratischen Charaktere derjenigen Zahlen geben , auf welche der allgemeine 
Ausdruck dieses Gesetzes sich nicht erstreckt. Das vollständige Reciproci- 
tätsgesetz für die Reste der vierten Potenzen hat er nur aufgestellt, und sein 
Beweis desselben , welcher in der dritten Abhandlung folgen sollte , ist nie- 
mals erschienen. 

Als die erste der beiden genannten Gaufsischen Abhandlungen noch 
nicht erschienen war, sondern nur eine vorläufige Ankündigung derselben 
in den Göttinger gelehrten Anzeigen , aus welcher nicht mehr zu erfahren 
war, als dafs die Lösung der Frage : ob eine Zahl biquadratischer Rest einer 
gegebenen Primzahl ist, oder nicht, von den Zahlen werthen der Unbe- 
stimmten gewisser quadratischer Formen abhängig sei , in welche der Modul 
gesetzt werden kann, veröffentlichte Hr. Dirichlet eine Abhandlung über 
die biquadratischen Reste, in Cr eile's Journal, Bd. 3, pag. 35. In dieser 
ist er, ohne von dem noch nicht bekannten neuen Gaufsischen Prinzipe der 
complexen Zahlen Gebrauch machen zu können , durch blofse Anwendimg 
der Theorie der quadratischen Formen und Reste schon sehr tief in die 
Theorie der biquadratischen Reste eingedrungen, ohne jedoch das Recipro- 
citätsgesetz derselben finden zu können. 

In demselben Jahre 1827 fand Jacobi in der Theorie der Kreisthei- 
lung, die er bedeutend vereinfacht und weiter ausgebildet hatte, eine reiche 
Quelle für die Reciprocitätsgesetze der Potenzreste, aus welcher er nicht 
nur den oben bereits erwähnten Beweis des quadratischen Reciprocitätsge- 
setzes ableiten konnte, sondern auch die in Crelle-s Journal, Bd. 2, pg. 66, 
von ihm aufgestellten Sätze über kubische Reste, aus welcher er auch 
einige Zeit später , durch Anwendung des neuen Gaufsischen Prinztp's , die 
vollständigen Reciprocitätsgesetze für die kubischen und die biquadratischen 
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Reste in ihrer einfachsten Gestalt hergeleitet und bewiesen hat. Die voll- 
ständige Entwickelung dieser Sätze hat Jacobi aber nur in seinen Vorle* 
sungen über Zahlentheorie, in denen die Lehre von der Kreistheilung den 
eigentlichen Kern bildete, seinen Zuhörern in Königsberg nütgetheilt, durch 
deren Hefte sie sodann weiter verbreitet worden sind. Aufserdem hat 
Jacobi der hiesigen Akademie zwei Mittheilungen darüber in den Jahren 
1837 und 1839 gemacht, welche in den Monatsberichten veröffentlicht sind. 
In der letzteren dieser Mittheilungen spricht er auch die Erwartung aus, 
da& er aus derselben Quelle eben so die Reciprocitätsgesetze für die fünften 
und achten Potenzen werde ableiten können , eine Erwartung, welche nicht 
erfüllt werden konnte, wie bald näher gezeigt werden soll. 

Aufser Gaufs, Jacobi und Dirichlet hat nur noch Eisenstein 
in diesem Gebiete der kubischen und biquadratischen Reste selbständig 
und mit Erfolg gearbeitet. . Seine ersten Beweise, des kubischen Reciproci- 
tätsgesetzes , in Crelle's Journal, Bd. 27, pag. 289, und des biquadrati- 
schen, ebendaselbst Bd. 28, pag. 53, sind zwar nur ganz dieselben, welche 
Jacobi mehr als zehn Jahre früher gefunden hatte, auch ist der Beweis des 
biquadratischen Reciprocitätsgesetzes in Crelle's Journal, Bd. 28, p. 233, 
welcher dem oben besprochenen ebendaselbst, Bd. 27, pag. 322, entspricht, 
und ebenso wie dieser seine Abstammung aus der Kreistheilung verbirgt, zwar 
scharfsinnig, wie alle Arbeiten Eisenstein's, aber doch mehr nur scheinbar 
als wirklich originell; aber Eisenstein ist bei diesen nicht stehen geblie- 
ben , sondern hat bald darauf neue Beweise dieser Gesetze gegeben , welche 
mit zu seinen vorzüglichsten Leistungen zu rechnen sind und mit Recht die 
Bewunderung der ersten Mathematiker erregt haben. Es sind diefs die 
schon oben beiläufig erwähnten Beweise, welche die quadratischen^ kubi- 
schen und biquadratischen Reciprocitätsgesetze in ähnlicher Weise umfassen^ 
in der Art , dafs zu dem Beweise des kubischen die elliptischen Funktionen 

mit dem Modul A: = sin ^ , imd für die biquadratischen Reste die eUiptischen 

Funktionen mit dem Modul Ä: = sin -|^ = 1/ ^, die Lemniskatenfunktionen, 

angewendet werden, also in allen diesen Fällen periodische Funktionen, 
welche für die besonderen den aliquoten Theilen ihrer Perioden entsprechen«- 
den Werthe ihrer Variabein zu Wurzeln algebraischer Gleichungen mit ganz«- 
zahligen Coefficienten werden. Es war sehr natürlich, dafs Eisenstein 
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in dieser Anwendung der periodischen Funktionen die wahre Quelle auch für 
die Reciprocitätsgesetze höherer Potenzreste gefunden zu haben glaubte , 80 
dafs er schon eine gröfsere Arbeit über dieselben ankündigte ; es ist aber 
weder ihm selbst noch anderen bisher gelungen, mit Hülfe dieser Principien 
irgend welche höhere Reciprocitätsgesetze zu beweisen , oder auch nur auf- 
zufinden. Seine eigenen Bemühungen in dieser Beziehung sind schon an 
den achten Potenzen gescheitert, für deren Reciprocitätsbeziehunger nur 
specielle Resultate hat gewinnen können. Ebenso hat Eisenstein in einer 
späteren Arbeit über die allgemeinen Reciprocitätsgesetze für die Reste der 
Potenzen, deren Exponent eine beliebige Primzahl ist, welche im Jahre i850 
durch Jacobi der Akademie mitgetheilt, und in den Monatsberichten der- 
selben Tcröffentlicht ist, nur einen sehr beschränkten Fall ergründen können, 
nämlich denjenigen, in welchem eine der beiden zu vergleichenden Prim- 
zahlen eine nichtcomplexe ist. Er hat dazu auch nicht die Prinzipien ge- 
braucht, auf welche er früher seine Hoffnung gesetzt hatte, sondern nur die 
Mittel der Kreistheilung angewendet, und zwar die von mir gefundenen Aus- 
drücke, welche die complexen Zahlen der Kreistheflung, in ihre wirklichen 
oder idealen Primfaktoren zerlegt, darstellen. Endlich ist noch eine Arbeit 
von Eisenstein zu erwähnen, in Crelle's Journal, Bd. 39, pg. 351, in 
welcher er darauf ausgeht, die allgemeinen Reciprocitätsgesetze durch Induk- 
tion zu finden. Der Weg, den er dabei einschlägt, hat aber nicht zum Ziele 
geführt imd überhaupt kein Resultat ergeben. 

Der wahre Grund, warum alle die hier genannten sehr verschiedenen, 
scharfsinnigen und für die quadratischen, kubischen und biquadratischen 
Reste auch durchaus sachgemäfsen Methoden auf die Erforschung der höhe- 
ren Reciprocitätsgesetze entweder gar keine , oder doch nur eine sehr be- 
schränkte Anwendung gestattet haben , liegt in einem eigenthümlichen Um- 
stände, welcher für die, diesen Gesetzen zu Grunde zu legenden complexen 
Zahlen eintritt , sobald man über die vierten Potenzen hinausgeht , nämlich 
in der unendlichen Anzahl der Einheiten. Die complexen Primzahlen haben 
in Beziehung darauf, ob sie Reste oder Michtreste sind , ganz ändere Cha- 
raktere , ]e nachdem man die Einheiten , mit welchen sie behaftet sein kön- 
nen, anders und anders wählt ; die einfachsten Reciprocitätsgesetze lassen 
sich darum erst dann aufstellen, wenn man diese Einheiten den richtigen 
Bestimmungen unterworfen hat, d. h. wenn man die complexen Primzahlen 
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um die es sich handelt, in derjenigen Form gewSfalt hat, welche für die yor« 
liegende Frage die angemessenste ist. Da femer die Reciprocitätsgesetze 
för die Aten Potenzreste , wo X als Primzahl angenommen wird, zwischen je 
zwei aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Primzahlen auf- 
gestellt werden müssen , so gehört zur Erforschung dieser Gesetze nothwen- 
dig eine vollständige Theorie dieser complexen Zahlen, namentlich ihrer 
Primfaktoren und Einheiten. Es gehört dazu auch wesentlich die von mir 
in die Zahlentheorie eingeführte Erweiterung des Gauisischen Prinzips durch 
die idealen Zahlen, ohne welche die complexen Zahlen in den meisten 
Fällen gar keine wahren Primfaktoren haben würden, nämlich keine solchen, 
welche in einer gegebenen complexen Zahl als die unveränderlichen Elemente 
derselben enthalten sein müfsten. Es gehört selbst die Kenntnifs der Elas- 
senanzahl dieser idealen Zahlen dazu, und die Unterscheidung derjenigen 
Exponenten X, für welche diese Klassenanzahl durch A nicht theilbar ist, von 
denjenigen , welchen eine durch A theilbare EJassenanzahl zukommt , so wie 
auch die Kenntnifs der besonderen Eigenschaften , welche die Einheiten be- 
sitzen , je nachdem der Wurzelexponent A der einen oder der anderen Art 
angehört. Erst nachdem ich diese ganze Theorie der aus Aten Wurzeln der 
Einheit gebildeten complexen Zahlen, und zwar mit der schon in mei- 
ner ersten Schrift über diesen Gegenstand ausgesprochenen Absicht , sie 
für die höheren Beciprocitätsgesetze benutzen zu können, in hinrei- 
chender Vollständigkeit erarbeitet hatte, ging ich an die Erforschung 
dieser Gesetze selbst, und es gelang mir im Jahre 1847 dieselben für die 
Reste der Aten Potenzen, wenn A eine Primzahl ist, für welche die Klassen- 
anzahl der idealen Zahlen durch A nicht theilbar ist, in ihrer einfachsten 
Form aufzufinden; Nachdem ich dieselben durch berechnete Tafeln in 
ziemlich grofser Ausdehnung verificirt hatte, theilte ich sie im Januar 1848 
an Hm. Dirichlet und Jacobi und später, im Mai 1850, auch der KönigL 
Akademie mit, m. s. die Monatsberichte. Es blieb mm noch übrig, die 
gefimdenen Gesetze zu beweisen. Das Mittel, zu welchem ich in dieser Ab- 
sicht zuerst griff, war die Theorie der Kreistheilung , welche bereits die 
einfachsten Beweise aller bisher ergründeten Beciprocitätsgesetze gehefert 
hatte, und von welcher ich um so mehr erwarten konnte, da sie durch 
meine Arbeiten über complexe Zahlen wesentlich gefördert worden war. 
Ich fand auch in der That durch dieses Mittel die einfachen Beweise der 
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Erg&ucuDgssätEe zu dem allgemeinen Reciprocitätsgesetze , nSmlich die Cha- 
nktere oder die Indices der Einheiten und der Zahl i — a , des Primfaktors 
Ton A, welche Beweise ich gleichzeitig mit dem, nur diux^h Induktion erhär- 
teten, allgemeinen Reciprocitätsgesetze der Königl. Akademie mitgetheilt 
habe. Ich erkannte aber bald , dafs die Ej^eistheilung allein die vollständi- 
gen Reciprocitätsgesetze für Ate Potenzreste zwischen je zwei complexen 
Primzahlen nicht geben könne , wenn A gröfser als drei ist , oder was das- 
selbe ist, wenn aufser den einfachen Einheiten ±1, ±a, ...±:a*^** unendlich 
viele Einheiten existiren. Der Grund ist der, dafs in allen complexen Zah- 
len der Kreistheilung die conjugirten, wirklichen oder idealen Primfaktoren 
nur in solchen Verbindungen vorkommen , dafs, wenn man einen derselben 
mit einer Einheit JE (a), für weiche E(a) =zE{ar* ) ist, und die ihm conjugirten 
Primfaktoren mit den entsprechenden conjugirten Einheiten multiplicirt, diese 
complexen Zahlen der Kreistheilung ganz ungeändert bleiben. Wegen dieses 
ümstandes kann die Kreistheilung keine Reciprocitätsgesetze geben, bei denen 
die verschiedene Wahl solcher Einheiten in den complexen Primzahlen einen 
Unterschied des Potenzcharakters bewirkt. Dieses der Theorie der Bo-eisthei- 
kmg uniibersteigliche Hindemifs für die Erkenntnifs der allgemeinen Recipro- 
citätsgesetze ist auch durch andere Methoden in Jacobi's und Eisensteines 
Arbeiten selbst nicht in irgend einem besonderen Falle besiegt worden. Den 
ersten Schritt über diese Gränze hinaus habe ich in einem Beweise desRecipro* 
dtätsgesetzes für Ate Potenzreste, welches unter je zwei conjugirten complexen 
Primzahlen Statt hat, in Cr eile's Journal, Bd. 50, pag. 212, gemacht, und zwar 
mit Hülfe gewisser, aus Einheiten gebildeter Ausdrücke, welche die Lagran- 
gesche Resolvente der Kreistheilung als speciellen Fall in sich enthalten, und 
darum als eine Verallgemeinerung der Kreistheilung angesehen werden kön- 
nen. Aber auch dieses neue, för die Theorie der complexen Zahlen über- 
haupt sehr nützliche Instrument, welches in der gegenwärtigen Untersuchimg 
ebenfalls vielfache Anwendung finden wird, hat mir die vollständigen Be- 
weise der Reciprocitätsgesetze nicht gegeben , und ich habe mich endlich 
genöthigt gesehen, den bis dahin eingeschlagenen Weg der Verallgemeinerung 
der Kreistheilung aufzugeben und andere Mittel und Wege aufzusuchen. Ich 
wendete meine Aufmerksamkeit auf die Methode des zweiten Gaufsischen 
Beweises des theorema fimdameniale , welcher auf der Theorie der quadra« 
tischen Formen beruht* Dieser Beweis , obgleich seine Methode bis dahin 
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auf die quadratischen Reste beschränkt geblieben war, schien mir in seinem 
Prinupien denjenigen Charakter der Allgemeinheit zu haben, welcher hofiea 
liefs, dafs dieselben mit Erfolg auch auf die Untersuchung der Reste höherer 
Potenzen möchten angewendet werden können , und diese meine Erwartung 
ist in der That erfüllt worden. 

Der Hauptnery dieses zweiten Gaufsischen Beweises liegt in der Ein- 
theilung der Klassen der quadratischen Formen einer gegebenen Determi- 
nante in Genera, welche durch die Charaktere der Klassen bestimmt sind^ 
und namentlich darin, dafs die Anzahl der wirklich yorhandenen Genera 
nur höchstens halb so grofs ist, als die Anzahl der angebbaren , d.h. der* 
jenigen, welche yermöge der yorhandenen Charaktere der Klassen möglicher* 
weise Statt haben könnten. Nachdem dieser Punkt bei Gau fs durch die Unter* 
suchung der Classes ancipites festgestellt ist , wird der Beweis des Recipro- 
citätsgesetzes in der Art geführt, dafs gezeigt wird: wenn dasselbe nicht 
Statt hätte , so müfste die Anzahl der wirklich yorhandenen Genera gröfser 
sein, als die Hälfte der blofs angebbaren. Um nun nach diesen Prinzipien 
die Reciprocitätsgesetze der Reste und Nichtreste der Aten Potenzen zu er- 
gründen, hat man anstatt der Formen des zweiten Grades mit zwei Unbe- 
stimmten hier Formen des A ten Grades mit A Unbestimmten zu Grunde zu 
legen, und zwar Formen, deren Coefficienten nicht gewöhnliche ganze Zah- 
len, sondern aus Aten Wurzeln der Einheit gebildete complexe ganze 2a3i^ 
len sind. Die Theorie dieser Formen des Aten Grades mufs auch bis zu 
dem Punkte ergründet werden, der in der Theorie der quadratischen Formen 
der Stelle entspricht, an welcher der Gaufsische Beweis seinen Platz gefun- 
den hat, und sogar noch bedeutend weiter, weil der Umstand, dafs in der 
Theorie der Aten Potenzreste nicht nur Reste yon Nichtresten, sondern auch 
die Michtreste yon A — 1 yerschiedenen Arten zu unterscheiden sind , nöthig 
macht , dafs wenigstens in gewissen Hauptfällen die Anzahl der wirklich yor* 
handenen Genera genau ermittelt, und nicht blofs eine Gränze gefunden 
werde , welche diese Anzahl niemals überschreiten kann. Diese schwer scu 
bewältigende Arbeit hat offenbar der Anwendmig der Principien dieses Gau- 
fsischen Beweises auf die Untersuchung der höheren Potenzreste bisher ent* 
gegengestanden. Ich selbst würde auch nicht gewagt haben, diese Arbeit 
zu unternehmen, wenn ich nicht die Überzeugung gehabt hätte, dafs gewifse^ 
für den yorliegenden Zweck passend zu wählende specielle Formen des Aten 
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Grades nnt complexen CoefElcieaten ausreichen möchten, und wenn ich 
nicht in meinem Principe der idealen Faktoren der complexen Zahlen ein 
'Mittel gehabt hätte, die Betrachtung der zerlegbaren Formen des Aten Gra- 
des durch die bei weitem ein&chere Betrachtung der complexen Zahlen, 
•welche aus den Wurzeln einer Gleichung des Grades A gebildet sind, und 
der idealen Faktoren derselben, zu ersetzen. 

Ich gebrauche zu dem vorliegenden Zwecke zwei über einander lie- 
^nde Theorieen complexer Zahlen, deren niedere, nur die Wurzeln der 
Gleichung a^ = l enthaltende, aus meinen früheren Arbeiten als bekannt 
gelten kann , und deren höhere aufser dieser X ten Wurzel der Einheit noch 
die Wurzel einer Gleichung des Xten Grades enthält. Diese höhere Theo- 
rie der complexen Zahlen wird alsdann weiter in drei yerschiedene Stufen 
getheilt, welche zu einander in derselben Beziehung stehen, wie die Ordi^ 
nes derii^ati zu dem Ordo primiti^us, welches Verhältnifs in der Theorie der 
complexen Zahlen die eigenthümliche Bedeutung hat, dafs gewisse complexe 
Zahlen, welche in der niederen Stufe als wirkliche ganze Zahlen nicht dar- 
stellbar sind , sondern nur als wirkliche gebrochene, und welche darum 
als ideale gelten müssen, innerhalb der höheren Stufe als wirkliche und 
ganze complexe Zahlen dargestellt werden können. Der Gedanke, welcher 
dieser Anwendung Tcrschiedener einander übergeordneter Theorieen der 
complexen Zahlen zu Grunde liegt, nämlich dafs dasjenige, was in der Theo- 
rie der gewöhnlichen Zahlen schwer oder vielleicht gar nicht zu finden ist, 
in einer richtig gewählten complexen Theorie gesucht werden mufs, und 
dafs femer dasjenige, was auch diese versagt, weiter in einer passenden 
höheren Theorie zu suchen ist und so fort , bis das vorgesteckte Ziel voll- 
ständig erreicht ist , darf übrigens nur als eine einfache Consequenz des ur- 
sprünglichen Gaulsischen Gedankens der Einführung complexer ganzer Zah- 
len überhaupt angesehen werden. Man hat auch bereits Beispiele des Auf- 
steigens von einer complexen Theorie zu einer höheren, denn wenn z. B. 
bei dem Jacobischen Beweise des kubischen Reciprocitätsgesetzes a':=l 
und af =zi ist, und p Primzahl der Form 6n-Hl , so ist die Anwendung 
der Lagrangeschen Resolvente der Kreistheilung , welche die beiden Wur- 
zeln a und jc zugleich enthält, nichts anderes, als das Aufsteigen von com- 
plexen Zahlen, welche a allein enthalten, zu complexen Zahlen der höhe- 
ren, die Wurzeln a und a: enthaltenden Theorie. 
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Nachdem ich nun den gegenwärtigen Standpunkt der Wissenschaft 
in der Theorie der Potenzreste, so wie auch die leitenden Gedanken fiir 
den in derselben, zu machenden weiteren Fortschritt angegeben habe, werde 
ich in der gegenwärtigen Abhandlung die Theorie derjenigen complexen 
Zahlen , auf welche der hier zu gebende Beweis der allgemeinen Reciproci- 
tätsgesetze sich gründet, in soweit entwickeln , als es für den vorliegenden 
Zweck nöthig ist, xmd sodann den Beweis der Reciprocitätsgesetze selbst 
folgen lassen, durch welchen dieselben genau in derjenigen Ausdehnungj 
in welcher ich sie im Mai 1850 der Königlichen Akademie ohne Beweise 
mitgetheilt habe, vollständig nnd streng begründet werden, 

Definition und allgemeine Eigenschaften der complexen 
Zahlen, welche der gegenwärtigen Untersuchung zu 

Grunde gelegt werden. 

Die in der folgenden Untersuchung in Anwendung kommenden com- 
plexen Zahlen sollen aufser den Wurzeln der Gleichung des A — 1 ten Grades 

(1 .) a""-' + a"-' + a'-' + . , . + a + 1 = 

auch die Wurzeln der Gleichung des Aten Grades 

(2.) ^^ = D (a) 

enthalten , in welcher D (a) eine nur die Wurzel a enthaltende ganze com- 
plexe Zahl ist. Wenn diese Zahl D{ct)y welche als Determinante der, die 
Wurzeln a und (i^ enthaltenden , complexen Zahlen bezeichnet werden soll, 
nicht eine vollständige Ate Potenz ist, so ist diese Gleichung (2.) eine irre- 
ductible , in dem Sinne , dafs sie nicht in Faktoren zerlegt werden kann, 
deren Coef&cienten ganze nur die Wurzel a enthaltende complexe Zahlen sind. 
Jede ganze rationale Funktion der Wurzeln a und iv mit ganzzahligen 
Coefßcienten soll als eine aus diesen Wurzeln gebildete ganze complexe 
Zahl angesehen, und kurz als complexe Zahl in w bezeichnet werden. 
Weil vermöge der Gleichung (2.) die Potenzen von ii^, welche höher sind, 
als die A ~ 1 te , durch niedere ersetzt werden können , so folgt , dafs jede 
complexe Zahl in ^ in die Form 

(3.) F(a^)=A+ A,a^ + A^w^ -Jh. . .^A^^.w''''' 

gesetzt werden kann, in welcher die Coefficienten A, A^ , A^, . • « A^^^ nur 
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die Wurzel a entludtende complexe ganze Zahlen sind , welche znm unter-» 
schiede von den aulserdem auch (v enthaltenden kurz als complexe Zah* 
len in a bezeichnet werden. Aus der Irreductibilität der Gleichung (2.) 
folgt auch , dafs eine jede gegebene complexe Zahl in a^ nur auf eine einzige 
Weise in diese Form gesetzt werden kann. 

Die zu einer complexen Zahl F(w) conjugirten Zahlen sind dieje- 
nigen y welche man erhält , indem man der Wurzel fv ihre A verschiedenen 
Werthe w, wa, wa^ , . . . wa^"^ giebt. Das Produkt dieser A conjugirten 
Zahlen 

F{}/v) F{^a) F(wa^) . . . F{a^a^'') = NFia^) 

wird die Norm einer derselben genannt, und ist eine complexe Zahl in a. 

Es soll femer eine bestimmte Art dieser aus den Wurzeln der Glei- 
chung (2.) gebildeten complexen Zahlen besonders betrachtet werden, in 
welcher diese Wurzeb nicht einzehi, sondern nur in folgenden bestimmten 
Verbindungen vorkommen : 



(4.) 



«0 


= f (1 -1- W-i- 


w* + . . . + w^ ') 


«. 


= f (1 + a(v + 


a*(v' + . . . -*-a^-'«''^-') 


ff 


= f (1 4- a'tv + 


a'w' -¥■. . .+a'^-*w^-') 


«x_. 


SS ^ (i + a^-V + 


a*^-*«;« + . . . + a<"-"*w'^-*), 



WO ^ als abgekürztes Zeichen für die sehr häufig vorkommende Zahl 1 — a 
gesetzt ist, welche Bedeutung dieser Buchstabe auch in dem Folgenden 
überall behalten soll. 

Der allgemeine Ausdruck 

z, = f (1 + a'a^ + a"(i^' + . . . + a'^''''w^'') 
kann auch in folgende Form gesetzt werden : 



' 1 — a^ rt» 



und giebt so 

a (i' =5 1 — ' 

Multiplicirt man mit z^ und erhebt beide Seiten dieser Gleichung 
zur Xten Potenz, so erhält man folgende Gleichung des Aten Grades : 

welcher, weil k in den Coefficienten nicht vorkommt, alle A Werthe z^y z^^ 
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^t» * * • ^x-f ^9 Wurseln genügen müssen. Schreibt man also z statt z^ 
und entwickelt nach Potenzen von z , so erhält man 

(6.) z'-Afz^-'+A(^)j«(i_2>(a))Ä^-'_..._j^^ 

welche Gleichung als die y der besonderen Art von complexen Zahlen in w 
zu Grunde liegende Gleichung anzusehen ist, in der Art, dafs eine jede 
rationale und ganze Funktion der Wurzeln derselben , welche ganze com- 
plexe Zahlen in a zu Coeßicienten hat, als eine complexe Zahl dieser beson- 
deren Art angesehen werden soll. Zur Unterscheidung von den allgemeine- 
ren complexen Zahlen in w sollen die aus den Wurzeln der Gleichung (5.) 
gebildeten, als complexe Zahlen in z bezeichnet werden. 

Nimmt man zwei versclyedene Wurzeln der Gleichung (5.) : 

^*— l-tf*«. >^A— 1-«*«, » 

und eliminirt die Gröfse w aus diesen Ausdrücken, so erhält num 

(b.) z, z, = — ^^ _^ — (a z^ — a z J . 

Diese Formel zeigt, wie das Produkt zweier beliebigen, aber ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung (5.) als lineare Funktion derselben Wur- 
zeln ausgedrückt wird , und zwar mit Coefficienten welche ganze complexe 
Zahlen in a sind , weil der Nenner a* — a* gegen den Faktor j = 1 — a des 
Zählers hinweggehoben werden kann. Es läfst sich aber auch das Quadrat 
einer jeden Wurzel z^ als lineare Funktion aller Wurzeln darstellen ; denn 
man hat aus der Gleichung (5.) die Summe aller Wurzeln 

(7.) «0+^1 +«« + •— +^x-. =^?> 

also wenn man mit ^^ multiplicirt und die Produkte zweier yerschiedenen 
Wurzeln linear ausdrückt, so erhält man z\ als lineare Funkion aller Wur- 
zeln und zwar ebenfalls mit ganzen complexen Coefficienten. Da also das 
Produkt je zweier Wurzeln der Gleichung (5.), sie mögen verschieden oder 
auch dieselben sein, als ganze lineare Funktion aller Wurzeln mit ganzen 
Coefficienten sich darstellen läfst, so folgt unmittelbar, dafs dasselbe auch 
für ein jedes Produkt beliebig vieler Wurzeln der Fall ist, und darum auch 
für jede ganze rationale Funktion der Wurzeln. Man hat daher folgenden 
Satz: 

(I.) Jede ganze rationale Funktion der Wurzeln z^^ ä,, .... z^_^ 
läfst sich als lineare Funktion dieser Wurzeln darstellen, und 
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wenn die Goeffieienten dieser ganzen rationalen Funktion ganze 
complexe Zahlen in asind, so sind auch die Coefficienten ihres 
Ausdrucks in der linearen Form nur ganze complexe Zahlen in a. 
Die complexen Zahlen in z lassen sich also stets in folgender Form 
darstellen : 
(8.) F{z) = C+Bz + B,z, + B,z, + .... + B,^,z,,, , 

in welcher die Coefficienten C, B^ B^y •••• B^_^ ganze complexe Zahlen in 
a sind. Man kann auch diese aus A -4- 1 Gliedern bestehende Form mit 
Hülfe der Gleichung (7.) so vereinfachen , dals sie ein Glied weniger ent- 
hält. Das erste Glied C läfst sich auf diese Weise im Allgemeinen nicht ent- 
fernen, ohne dafs die Coefficienten dieser Form Brüche mit dem Nenner 
A^ werden j jedes andere Glied aber kann weggeschaßt werden, ohne dafs 
dieser Ubelstand eintritt. Schafft man das letzte Glied weg , so erhält man 
die Form 
(9.) F(z) = C+Bz + B^z, +Ä^z, + .,.. -l-5^_gi5^_,. 

Diese Form ist eine solche, in welche eine gegebene com- 
plexe Zahl F{z) sich nur auf eine Weise setzen läfst. Wenn näm- 
lich die Zahl F{z) zwei verschiedene Darstellungen derselben Form hätte^^ 
90 würde durch Subtraktion derselben eine Gleichung von der Form 

(10.) = c -I- ftz -i- ft,z, + b^z^ + .... H- ftx-f *x-« 

entstehen, deren Coefficienten c, i, &,, •••• i;^.g nicht alle zugleich gleich 
Null wären. Drückt man nun vermittelst der Ausdrücke (4.) die Wurzeln 
Zy is,, .... Zx^g alle durch w aus, so erhält man eine Gleichung von folgen- 
der Form : 
(11.) o = cH-fm + fm,fv-|-fm^(i'* + .... H- jm^^^, fv^"* , 

in welcher die Gröüsen m, m,, m^, .... m^_, folgende Werthe haben: 

m^ =ss6+ ao, H* a o^ + .... + a '"*Äx-« 

■ 

Wegen der Irreductibflität der Gleichung w^::^D(a) kann aber die Gleichung 
(11*) nicht anders bestehen, als wenn die Coefficienten der einzelnen Po* 
tenzen von w alle gleich Null sind, man hat daher 

C2 
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m^sO, m2=0y •••• m^_, =sO und c + fm=sO» 

Die ersten X — 1 Gleichungen geben nothwendig 

Ä = 0, Ä, =0, 6, = 0, ..:'. Ä^., = 0, 

weil clie Determinante dieses Systems linearer Gleichungen nicht gleich Null 
ist, hieraus folgt sodann, dafs auch m = sein mufs, und darum auchc = 0. 
Die Gleichung (10.) kann also nicht bestehen, ohne dafs alle ihre Coeffi- 
cienten einzeln gleich Null sind, woraus folgt, dafs die complexe Zahl F(z) 
nur auf eine einzige Weise in die Form (9.) gesetzt werden kann. 

Als die conjugirten complexen Zahlen zu F(z) sollen diejenigen 
Betrachtet werden , welche man aus dieser erhält , indem man die Indices 
aller Wurzeln z, ä,, ä^, .... js^-a ^^ ^i°^ ^^^ dieselbe 2jahl vermehrt, wo- 
bei, wenn diese Indices gröfser als A — 1 werden, statt derselben nur ihre 
kleinsten Reste nach dem Modul A zu nehmen sind. Die A conjugirten Zah- 
len, welche man auf diese Weise erhält, sollen kurz durch jP(i5), F(z^)y 
F(z^)y .... jF(is^_,) bezeichnet werden, so dafs allgemein 

F(zj^) = C-hBz, +B^Zj^^^ +ß,Ä^^, +.... + ß^_,Ä^^^_, 

eine jede conjugirte 2^hl zu F(z) darstellt. Das Produkt aller conjugirten 
Zahlen 

F(z) F{z,) F{z,) F(z,_.) = NF{z\ 

welches die Norm einer derselben ausmacht , ist als symmetrische Fimktion 
aller Wurzeln der Gleichung (2.) nur eine complexe Zahl in a. 



§. 2. 

Gegenseitiges Yerhältnifs der complexen Zahlen in z und in w. 

Alle ganzen complexen Zahlen in z sii^d zugleich auch ganze complexe 
Zahlen in w^ denn die Wurzeln z^^ is,, z^ •••• z^_^ selbst sind ganze ratio- 
nale Funktionen Ton w mit ganzen Coeßicienten. Es läfst sich auch umge- 
kehrt jede ganze rationale Funktion von w als lineare Funktion der Wurzeln 
^09 ^i> ^f **** ^x-i darstellen, jedoch im Allgemeinen nur so, dafs in den 
Goefi&cienten dieser linearen Funktion Bruche vorkommen« Durch Um« 
kehrung des Systems der Gleichungen, welche z^^ z^ •••• z^_, als Funktio- 
nen von w geben, erhält man nämlich 
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I • 



Xf fi.^-' = ^0 + a"''"*'^. + a-<«'-*>z, + .... + a''^'''''"'' z, 



Multiplicirt man nun den allgemeinen Ausdruck einer ganzen complexen 
Zahl inw 

]F(w) :=± A + A,w + A^w* + .... + A^^^w^"* 

mitX^, und drückt die Gröfsen X^, Xjfi^, X^fi^* .... X^w^"* nach diesen 
Formeln durch die Wurzeln z^, z^ «.•• Zj^_^ aus, so erhält man einen Aus- 
druck des ?^^F{w) als lineare Funktion dieser Wurzeln mit ganzen Coeffi- 
rienten , welcher durch Anwendung der Summenzeichen sich folgendermaa- 
feen darstellen läfst : 

00 

Wenn nun mittelst der ersten der Gleichimgen (1.) z^_^ weggeschafit und 
durch ^ d&Tidirt wird^ so wird : 

(2.) XF{w) = 2, 2, ^.i<^- -«) z, +X2, A„ 

i_a 

Da der Nenner 1 — a gegen den Faktor a"^ * — a* des Zählers sich wegheben 
lässt, so sind alle Coefficienten dieses linearen Ausdrucks ganz, und man 
hat demnach den Satz : 

(I.) Das Xfache einer jeden ganzen complexen Zahl in w 
läfst sich stets als g^nze complexe Zahl in z darstellen. 

Für die speciellere complexe Zahl (1 — (v)*, wo n<X, hat man 






und folglich 



ii .\. ^ (1 _«-•)• -(1-a)" 
(1 — Cif) = 2, -1--^ 1 i L z. 



X__. ... 

i—a 



Weil die Zahl X den Faktor ^ssi—a genau X — 1 mal enthält , und aufser- 
deim nur Einheiten, so ist ^^~* =:X£(a), wo E(a) eine Einheit bezeichnet; 
iBAiltq^liciH man daher mit £(a), und diyidirt durch f\ so erhält man : 
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^-(l-<=£(«)J,((lj^)'-l)z,. 



Hieraus folgt, dafs ^^"^(l—fi^)* als ganze complexe Zahl in z sieb 
darstellen läfst, wenn n eine ganze positive Zahl und kleiner 
als A ist« 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dafs die 
allgemeine complexe Zahl F{yi) selbst, und nicht bloüs das A fache derselbeoi 
ak ganze complexe Zahl in z mit ganzen Coefficienten sich darsteUen läfst, 
liegen yermöge der Gleichung (2.) darin, dafs die Congruenz 

2^ Af, (ar** — Ä*) = 0, mod. Xo, 



fi&r alle Werthe des A = 0, 1, 2, ..• X — 2 Statt habe, welche, wenn h m 
h-^i yerwandelt und durch a^ diTidirt wird, auch so dargestellt werden kanas 

(3.) X, A, (a-** - 1) = 0, mod. Xj, 

» 
für ^2=1, 2, 3 ••• X» 1« Anstatt des Moduls X^ kann man, weil X, abge* 

sehen yon einer Einheit, der X -^ 1 ten Potenz von ^ gleich ist, auch den Mo* 

dul ^^ wShlen. Entwickelt man nun 



«-** =(1 _(!_«-)/ 



nach dem binomischen Satze und setzt der Kürze wegoi 

7* 1. 2 ..... n ^* — t'* » 

so geht die Congruenz (3.) in folgende über : 

/IN - ^- (^ - «") + ^. (1 - «")• - <?s (* - «")• + - 

^^•^ + öx-i (i - Ä-»)'"' = 0, mod. ^\ 

Hebt man aus dieser Congruenz und ihrem Modul den gemeinschafUichen 
Faktor i^ a^ hinweg, und giebt sodann dem h alle Werthe A &= 1, 2, 3, 
•... X — 1 , welchen man auch den Werth A = hinzufugen kann, weil für 
diesen die Congruenz identisch erfüllt ist, so erhält man durch Addition : 

G, =0, mod. j^-\ 

Lfi&t man nun das erste Glied aus der CongruensS (4.) hinweg, da daas^be 
congnient Null ist nach dem Modul ^^, hebt sodann den gemeinschaftlichett 



A-t 



X-.I 
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Faktor (1 — ' a*^ )' aus dieser Coogruenz und dem Modul lieraus, und bfldet 
die Summe für alle Werihe A :» 0» 1» 2, ,»,» A — 1, 90 erhält man 

G^ S 0^ mod« ^^ 

In derselben Weise weiter schlielsend erhält man allgemein 

G^ = 0, mod. ^^"*, 

fiir kss i, 2, 3, •••• A -r- !• Diese X— 1 Gongruenzen müssen also noth- 
jffendig erfüllt sein, damit F(u^) als ganze compleice Zahl in z sich darstellen 
|^99e« Dafs die Erfüllung dieser Gongruenzen auch zugleich die hinreichende 
Bedingung hierfür ist , wird leicht gezeigt , wenn man F{w) nach Potenzen 
Ton 1 — a^ entwicki^U, wodurch man 

F{w) = G + G, (1 — «;) + G, (1 — wY + .... + G^^, (1 - u^y 

f rhält. Wenn nämlich G^ =0, mod. ^^~^ ist , so ist nach dem oben be- 
wiesenen Satze: dafs ^^~^(1— (i^)' als ganze complexe 2iahl in z sich dar- 
stellen läfst, noth wendig jeder einzelne Theil dieser Entwickelung von F(w), 
und darum auch F{w) selbst , als ganze complexe Zahl in z darstellbar. Das 
gefundene Resultat giebt folgenden Lehrsatz : 

(ü.) Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dafs eine gegebene ganze complexe Zahl in wi 

als ganze complexe Zahl in z sich darstellen läfst, sind in fol- 
genden A— 1 Gongruenzen enthalten: 

A^+2A^'h3A^ + iA^ + .... +(A — 1)^^_^ = 0, mod. 5^-% 

A,+3A,+6A, + .... +(Lz:^i^zi2)^^ ^ = 0, mod. j"-«, 

A, + iA, + .... + ^""^^i,';iy"^^ ^x^i = 0, mod. j^-% 

S. 3. 

Die den Gleichungswurzeln der complexen Zahlen in w 

entsprechenden Gongruenzwurzeln. 

Es sind nun zunächst die Bedingungen zu untersuchen, unter welchen 
eine gegebene complexe Primzahl in a , welche in dieser niederen Theorie 
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wirklich oder auch ideal sein kann , ein Divisor der Norm einer cömpleieii 
Zahl der höheren Theorie in w ist« Diese Untersuchung wird zugleich auch 
für die Normen der complexen Zahlen in z ausreichen, weil jede ganze com« 
plexe Zahl in z als eine ganze complexe Zahl in w dargestellt werden kann. 

Sei (p{a) irgend eine wirkliche oder ideale complexe Primzahl in a, 
jedoch nicht eine von denen , welche in der Determinante D{o) enthalten 
sind und auch nicht die besondere Primzahl ^ = 1 — a. Dieselbe sei ein 
Primfaktor der nicht complexen Primzahl 9, und es sei / der Exponent, zu 
welchem q gehört, nach dem Modul A, so dafs ^' = 1 , mod. X ist, und t 
der kleinste Exponent welcher dieser Bedingung entspricht, alsdann hat man^ 
wie aus der Theorie der complexen Zahlen in a bekannt ist : 

Nipia) = <p{a) <l)(a*) <p{a^) .... tp(a'^-*) = q\ 

Femer ist für jede nicht durch (p(a) theilbare wirkliche complexe Zahl D{a) 

-D(a) = D(a) = a' , mod. ^(a), 

wo i eine der Zahlen 0, 1, 2, •••. A — 1 ist, und es ist D((t) ein Ater Potenz- 
rest von ip(d) , wenn 1 = ist , ein Nichtrest , wenn i nicht ^eich Null ist,' 
und zwar ein Nichtrest der iten Erlasse. Es sei endlich 

F(iv) z=i A -^ A^w -^ A^w* -^ .... + A^^^w^'^ 

eine beliebige complexe Zahl in w. 

Um nun zu imtersuchen, ob ^(a) ein Divisor von NF{w) ist, wird 
F{yj) zur ^ten Potenz erhoben, imd zwar in der Art, dafs die den Faktor 
q enthaltenden Glieder dieser ^ten Potenz weggelassen werden, wodurch 
man eine Congruenz nach dem Modul q erhält ( * )• Weil in einem Polynom, 
welches zur q ten Potenz erhoben wird , wenn q Primzahl ist , auiser den 
^ten Potenzen der einzelnen Theile alle übrigen Glieder den Faktor q ent- 
halten, so wird 
(1.)* F{wY =A' +A\w' +^>*^ + vA^^,^"""'', mod. y. 

(') Die Congraenz zweier complexen Zahlen in «p in Beziehung auf einen Modul, wel- 
cher eine nichtcompleze Zahl, oder auch eine complexe Zahl in a ist, hat die Bedeutung^ 
dafs wenn beide Seiten der Congruenz in die oben aufgestellte Normalform gesetzt werden, 
in welche eine gegebene complexe Zahl in w sich nur auf eine einzige • Welse setzen labt, 
die Coefficienten aller \ Glieder auf der einen Seite den entsprechenden auf der anderen 
Seite einzeln congruent sein müssen. Dasselbe gilt auch für die Congruenzen unter com- 
plexen Zahlen in x. 
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Erhebt man in derselben Weise t mal hinter einander sEor ^t^i Potenz, so 
erhält man 

(2.) F{w/= J?\ j^!w^*+ ^rV^'+ .... + At,w'^^''''\ mod. q. 

Weil die Coefficienten Ay A^^ At •••• ^x-i complexe Zahlen in a sind, und 
9' = 1, mod. A, so hat man, wie ans der Theorie dieser complezen Zahlen 
bekannt ist : 



femer ist 



A, = A, , mod. ^, 






und weil 






/)(«) = a' y mod« ^(a), 



so ist 



w^ = fvtf , mod. ^(«). 

Nimmt man nun in der Congruenz (2.) anstatt des Moduls g den Modul (p(a), 
welcher ein Theiler yon g ist, und setzt die gefundenen Ausdrücke für 

t i 

A^ und ur ein, so hat man 

F{wf* = A + A^wa' + A,w*a^' + .... + ^,.. w^-'a'^"'^' , mod. ^(a), 
welche Congruenz auch so dargestellt werden kann : 

(3.) F(uif' = F(wa')y mod. tp(a). 

Erhebt man beide Seiten dieser Congruenz zu wiederholten Malen zur 
Potenz 9', so erhält man daraus die verallgemeinerte 

,(4.) F{ü^f ' = F(wa' ') , mod. ip{a) , 

und wenn h gleich einem Vielfachen von A genommen wird : 

F(w/^ = F{w) , mod. ^(a), 

aus welcher Congruenz unmittelbar folgender Satz hervorgeht : 

(I.) Wenn irgend eine Potenz einer complexen Zahl F{w) 
durch eine nicht in §JD(a) enthaltene, wirkliche oder ideale 

Math. Ahh. der K. Ak. d. fTus. 1859* Nr. 2. D 
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imsah) f(a) tkeilbar ist, so ist auch diese Zahl F(w) seihst 
durch <p(a) theilbar. 

Es sollen nun in der Congruenz (4.) die beiden Fälle: erstens wo i 
nicht congruent Null ist, und zweitens wo / congruent Null ist, nach dem 
Modul X, besonders betrachtet werden« 

Wenn erstens i nicht = 0/ mod. A, also die Determinante D(ct) ein 
Nichtrest von (p(a) ist, so gebe man dem h in der Conginienz (4.) nach ein- 
ander die Werthe 0, 1, 2, •••• A— 1, und midtiplicire die so erhaltenen Con- 
gruenzen , so hat man : 

(^•) .... Fi^a'^"''') , mod. ip(a). 

Setzt man der Kürze wegen 

1 -h g + (/ +.... + q ~ V> 

und bezeichnet das Produkt der A conjugirten complexen Zahlen in «^, als 
Norm, durch NF(w)j so ist 

Q 

F{w) = NF{w), mod. ^(a). 

Hieraus folgt ntm , dafs die Norm von F{w) niemals durch ^(a) theilbar sein 
kann, ohne dafs eine Potenz von F{w) durch <p{a) theilbar ist, und weil 
gezeigt worden ist, dafs eine Potenz von F{w) nicht durch ^(a) theilbar sein 
kann , ohne dafs F(w) selbst durch (p{a) theilbar ist , so hat man folgenden 
Lehrsatz : 

(11.) Wenn ^(a) eine complexe Primzahl in a ist, in Be^ 
Ziehung auf welche die Determinante D{a) ein Nichtrest ist, so 
enthält die Norm einer complexen Zahl /^(m^) nur dann denFak« 
tor ^(a), wenn F{w) selbst durch ^(a) theilbar ist. 

Hieraus folgt femer, dafs, wenn die Norm NF{w) einen Prim« 
faktor (p(a) enthält, für welchen die Determinante 2>(a) Nicht- 
rest ist, diese Norm den Primfaktor f (a) nothwendig X mal, 
oder TeX mal enthalten mufs. 

Es sei mm zweitens /=0, mod. A, also (p{a) eine solche Primzahl, 
in Beziehimg auf welche die Determinante J9(a) ein Ater Potenzrest ist, so 
hat man: 



A— I 
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(6.) />(a)s^^ mod. ^(a), 

wo ^ eine wirkliche complexe Zahl in a ist. Die A Wurzeln dieser Gongru- 
enz des Aten Grades sind, wenn eine derselben durch ^ bezeichnet wird: 

Diese Gongnienzwurzeln entsprechen vollständig den Wurzeln 

der Gleichung 

Dia) = (v% 

und können denselben auf A verschiedene Weisen zugeordnet werden, in der 
Art, dafs, wenn der bestimmten Gleichungswurzel fv die Congruenzwurzel 
^a* als die entsprechende zugeordnet wird , allgemein der Gleichungswurzel 
K'a* die Congruenzwurzel ^a*** entspricht. 

Hat man irgend eine ganze und rationale Gleichung unter ganzen com- 
plexen Zahlen in a^f welche , wenn alle Glieder auf eine Seite gebracht wer- 
den, immer die Form 

*(w) =s 

annimmt, wo 9{w) irgendwie aus Summen, Differenzen, Produkten oder 
Potenzen complexer Zahlen in w zusammengesetzt sein kann, so mufs t (fv), 
wenn (v als eine unbestimmte Gröfse aufgefafst wird, nolhwendig den Faktor 
w^ — D{a) enthalten , weil die Gleichung w^ — D{a) = eine irreductible 
ist« Setzt man nun für w irgend eine der Gongnienzwurzeln ^, ^a, ... ^a^'^ 
so wird der Faktor w^^D{a)^ und mit ihm ^(w) selbst, congruent Null nach 
dem Modul ^(a). Man hat also folgenden Satz: 

(III.) Aus einer jeden rationalen ganzen Gleichung unter^ 
complexen Zahlen in w erhält man eine richtige Congruenz nach 
einem Modul ^(a), für welchen die Determinante Ater Potenz- 
rest ist, wenn man die Wurzel w durch irgend eine Wurzel der 
Congruenz 

1^ = D(a) , mod. ^(a) , 

ersetzt. 

Wendet man diesen Satz auf die Norm einer complexen Zahl (Fw) 
an, so hat man aus der Gleichung 

D2 



NF(w) = F{w) F{wa) F(wa^) F((va'^-') 

die Gongruenz: 

(7.) NF{w) = F{^) F(^a) F{^a') F(^a^-'), mod. i^(a), 

und durch diese folgenden Satz : 

(IV.) Wenn die Norm einer complexen Zahl F(iv) durch 
die complexe Primzahl if>{a) theilbar ist, für welche D{a) ein 
Ater Potenzrest ist, so ist nothwendig eine der nur a enthal- 
tenden complexen Zahlen F(^a^)^ welche man erhält, indem 
man für iv eine der entsprechenden Congruenzwurzeln setzt, 
durch <p(a) theilbar; 
und lungekehrt : 

Wenn eine complexe Zahl 2^((v) die Eigenschaft hat, dafs, 
wenn man für w eine der entsprechenden Congruenzwurzeln 
setzt, die daraus entstehende complexe Zahl in a durch <p(a) 
theilbar ist, so ist ]VF{w) theilbar durch <p{ce). 

Setzt man in dem Ausdrucke einer beliebigen complexen Zahl in fv 

F{w) =:i A + A^a^ + A^w* + .... + A^_^ a^^'* , 

für w nach einander die A Werthe fv, fva, (i^a*, •.. wa^"* , multiplicirt die so 
erhaltenen Gleichungen der Reihe nach mit 1, a, a"^, a"** , ... a"*^"*^ und 
addirt , so erhält man : 

F{u^) + ar* F {wa) + a-*' F{wa') + ... + a^^'''' F(wa^-')z=XA,w' , 

und wenn man anstatt (v in dieser Gleichung die Congruenzwurzel ^ setzt, 
so hat man die Gongruenz : 

F{^) + d^ F(^a) + a~" F{^a') + ... + a-<^->* F(^a "') 

= A-^^^* , mod. </)(a). 

Wenn nun die complexen Zahlen F(^), F(^a)y F{^a*) .... alle durch if>(a) 
theilbar sind , so mufs nothwendig A^ =0 sein , nach dem Modul ^(a), für 
alle Werthe ä = 0, 1, 2, ... A — 1, also alle Goef&cienten von F{w) müssei» 
durch <l>{a) theilbar sein. Man hat daher folgenden Satz : 

(V.) Wenn die complexe Zahl F(a^) die Eigenschaft hat, 
dafs alle die complexen Zahlen in a, welche man aus ihr erhält, 
indem man für w die A entsprechenden Gongruenzwurzeln setzt, 
denFaktor ^(a) enthalten, so enthält F{w) selbst denFaktor ^(a). 
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§. 4. 

■ 

Die idealen Primfaktoren der complexen Zahlen in (v und in z. 

Bei der Untersuchung der idealen Primfaktoren der complexen Zah- 
len in a^ hat man von den complexen Primzahlen in a auszugehen , welche 
innerhalb dieser niederen Theorie selbst ideal oder wirklich sein können, 
und man hat diese mit Hülfe der Wurzeln der Gleichung ^^ = D(a) weiter 
in diejenigen Faktoren zu zerlegen, welche innerhalb dieser höheren Theorie 
der complexen Zahlen in (v als die wahren Primfaktoren anzusehen sind; 
denn die complexen Zahlen in (v stehen zu denen in a genau in demselben 
Verhältnifs, wie diese selbst zu den gewölmlichen ganzen Zahlen stehen: 
was in der niederen Theorie nothwendig als Primzahl angesehen werden 
mufs, wird in der höheren Theorie im Allgemeinen weiter zerlegbar , sei es 
in wirklicher oder in idealer Weise. Wenn also <p{a) eine wirkliche oder 
ideale complexe Primzahl in der Theorie der complexen Zahlen in a ist , so 
handelt es sich darum von dem Standpunkte der Theorie der complexen 
Zahlen in w aus, diese Zahl (p(a) weiter in diejenigen idealen oder wirk- 
lichen Faktoren zu zerlegen, welche innerhalb dieser höheren Theorie als 
die Primfaktoren anzusehen sind. Wenn nur diejenigen Primzahlen ip{a) 
in Betracht gezogen werden, welche in ^D{a) nicht enthalten sind, so sind 
dieselben wieder in der Rücksicht besonders zu betrachten : ob für sie die 
Determinante D{a) Nichtrest oder Rest einer Aten Potenz ist. 

Ich stelle nun zunächst für diese beiden verschiedenen Arten der Prim- 
zahlen (p{a) die Definitionen der idealen Primfaktoren innerhalb der Theorie 
der complexen Zahlen in w fest, und werde alsdann zeigen, dafs die so defi- 
nirten idealen Primfaktoren die wesentliche und erschöpfende Eigenschaft 
wahrer Primfaktoren besitzen , nämlich die , dafs sie in einer jeden gegebe- 
nen complexen Zahl stets in unveränderlicher Weise enthalten sind, und 
dafs sie in allen Fällen , wo wirkliche Primfaktoren existiren , mit diesen 
vollständig übereinstimmen. 

Definition: Wenn <p(a) eine ideale oder wirkliche complexe 
Primzahl innerhalb der Theorie der complexen Zahlen in a 
ist, für welche 2>(a) ein Nichtrest einer Aten Potenz ist, so soll 
^(a) auch in der Theorie der complexen Zahlen in w als Primzahl 
angesehen werden. 
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Für die Zerlegung der complezen PrimzaUen der anderen Art, für 
welche •D(a) ein A ter Potenzrest ist, benutze ich folgende complexe Zahl : 

(1.) *(«.) = (^ - ^a) (a> - !«•) (w - ^a'-'), 

in welcher ^ ebenso wie oben eine Wurzel der Gongnienz ^^ = D{a), mod* 
<p{a)j bezeichnet. Diese complexe Zahl kann auch so dargestellt werden: 

(2.) '9{w) = w'-' + ^fv'-' + ^'w^'^ + .... ^'-' , 

oder in Form eines Bruches : 

Mit Hülfe dieser complexen Zahl V(iv) gebe ich nun folgende Definition der 
idealen Primfaktoren des <p{a) in der Theorie der complexen Zahlen in wz 

Definition: Wenn <p{a) eine ideale oder wirkliche complexe 
Primzahl innerhalb der Theorie der complexen Zahlen in a ist, 
für welche D{a) ein Ater Potenzrest ist, und man hat 

*(^a-*) F{iv) = 0, mod. ^(a), 

so soll von F(a^) ausgesagt werden: es enthält einen idealen 
Primfaktor des <t>{a) und zwar denjenigen, welcher zur Congru- 
enzwurzel^a* gehört. Wenn ferner 
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-9(^0^) . F{iv) = 0, mod. i^(a), 
aber 

t(wa^) . F(n^) nicht = 0, mod. f{a) , 

so soll Yon der complexen Zahl F{a^) ausgesagt werden: sie 
enthält den zur Congruenzwurzel ^a* gehörenden idealen Prim- 
faktor des <l>(a) genau m mal. 

Nach dieser Definition giebt es in der Theorie der complexen Zahlen 
in (V so viele verschiedene ideale Primfaktoren einer complexen Primzahl 
<p{a) der niederen Theorie, für welche die Determinante -D(a) ein Ater Po- 
tenzrest ist, als die Congruenz 

^^ = jD(a), mod. fp(a) 

verschiedene Wurzeln hat, also A, welche alsconjugirte ideale Primfiik* 
toren des <f>{a) bezeichnet werden sollen, und deren Produkt, die Norm des 
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idealen Primfaktors, überall der Primzahl ^(a) selbst gleich genommen 
werden soll« 

Ich beweise nun zunächst, dafs die so definirten idealen Primfaktoren 
der folgenden ersten Bedingung wahrer Primzahlen genügen : 

(L) Wenn zwei oder mehrere complexe Zahlen einen be- 
stimmten idealen Primfaktor nicht enthalten, so enthält das 
Produkt derselben diesen Primfaktor ebenfalls nicht. 

Es seien -F(w) und G{i^) zwei complexe Zahlen und H(iv) das Produkt 
derselben , also F{iv) • G{iv) = H(iv). Es sei femer zunächst ^(a) eine 
complexe Primzahl der ersten Art, für welche D(a) Nichtrest ist, so ist 
nach der Definition </>(a) selbst auch in der Theorie der complexen Zahlen 
in iv eine Primzahl. Wenn nun F{w) und G{a^) den Faktor <p{a) nicht ent- 
halten, so enthalten nach dem zweiten der im §• 3. bewiesenen Sätze NF{w) 
und NG(w) denselben ebenfalls nicht, und weil diese Normen nur complexe 
Zahlen in a sind, so enthält das Produkt derselben NF{w) • NG(w) = NH{w) 
diesen Primfaktor ^(a) auch nicht, woraus nach demselben erwähnten 
Satze des §. 3. folgt, dafs auch B.(w) denselben nicht enthält. Es sei mm 
zweitens ^(a) eine Primzahl der zweiten Art , für welche D{(i) ein Ater Po- 
tenzrest ist, und F{w) so wie G{w) enthalten den zur Congruenzwurzel ^a* 
gehörenden idealen Primfaktor des ^(a) nicht, so hat man nach der De- 
finition 

* {w ar' ) F(w) nicht = 0, 

*(^a-*) GH nicht = 0, '^''^' ^('^^• 

Wenn nun eine complexe Zahl in (v durch <p(a) nicht theilbar ist, so mufs 
dieselbe nach dem letzten Satze des §.3., wenn man anstatt (v die Congru- 
enzwurzeln ^, ^a, ^a*, ..•. ^a^"** setzt, wenigstens für einen dieser Werthe 
durch <p(a) nicht theilbar sein ; da aber '^(w) , wie der Produktiausdruck die- 
ser complexen Zahl zeigt, congruent Null wird , sobald für a^ eine der Gon- 
gpruenzwur^eln ^a, ^«', .... ^a^""* gesetzt wird, und nur fiir die eine Sub- 
sAitutiOB der Gongnienzwiu*zel ^ nicht congruent Nnll ist , nach dem Modul 
^(a), so folgt, dais die beiden complexen Zahlen 

1[{wa'*)F{w) und *(fi^a^> G((v) 

für die Substitution der Congruenzwurzel ^a* anstatt w^ nicht congruent 
Null werden, nach dem Modul ^(a)* Es ist also 
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*rajP(£a*) nicht = 0, 
*(|)ö(^«*) nicht = 0, «»od. </»(«). 

also auch 

F(^a') nicht = 0, G{^a') nicht = 0, mod. ^(a), 

und weil diese nur complexe Zahlen in a sind , so ist auch 

F(^a') G{^cl') nicht = 0, mod. <p{a). 

Enthielte nun aber F{w) G{w) = H{w) den idealen Primfaktor des ^(a) 
welcher zur Congruenzwurzel ^a* gehört , so müfste nach der Definition sein: 

*((i^a-^) F{w) G{w) = 0, mod. 0(a), 

also, wenn für w die Congruenzwurzel ^a* gesetzt wird, so müfste auch 

*(a Fih^') ö(^^') = 0, mod. 0(a), 
sein, und weil * (^) nicht congnient Null ist, so müfste 

F{^a') G{^a') = 0, mod. <p{a) 

sein, welches nicht der Fall ist. Das Produkt F{iv) G(fv) = H(w) enthält 
also keinen idealen Frimfaktor, welcher nicht schon in einem der beiden 
Faktoren enthalten ist, und dieser für das Produkt zweier Faktoren bewie- 
sene Satz wird ohne Schwierigkeit auch auf jedes Produkt einer beliebigen 
Anzahl von Faktoren ausgedehnt. 

Auf diesen soeben bewiesenen specielleren Satz stützt sich nun der 
Beweis des folgenden allgemeineren Satzes: 

(n.) Das entwickelte Produkt zweier oder mehrerer com- 
plexer Zahlen in w enthält genau dieselben idealen Primfak« 
toren,und zwar jeden derselben genau so oft, als die Faktoren 
dieses Produkts zusammengenommen. 

Es sei wieder F(fv) G{iv) t= H{w)^ imd es sei erstens ^(a) eine 
complexe Primzahl der ersten Art, für welche 2)(a) Nichtrest einer XXea 
Potenz ist, welche also auch in der Theorie der complexen Zahlen in w als 
Primzahl definirt ist. Diese Primzahl ^(a) sei in F{w) genau m mal und 
in G{w) genau n mal enthalten, so dafs man setzen kann: 

F{w) = <p{ar F,{w), G{w) = f{ay G, (w), 
so ist 
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dko B(u/) enthält den Primfaktor ^(0)791-^11 mal« Da£» es denselben andi 
nicbt mehr als m + t» mal enthält^ folgt aber daraus, daüs weder F^ (w) noch 
G^{w) denselben enthält, und folglich nach dem vorigen Satze auch das Pro- 
dukt F^{w) G\{w) ihn nicht enthalten kann. 

Es sei nun zweitens ^(a) eine complexe Primzahl der zweiten Art, 
für welche D(a) ein Xter Potenzrest ist, und es enthalte F{iv) den zur Con« 
gruenzwurzel ^a* gehörenden idealen Primfaktor des F(a) genau m mal, 
G {w) enthalte denselben genau n mal, so hat man : 

l[{wa'')F{w) = mod, <p{a) , 

'V{war')G(w) ~ mod. ^(a)" , 
also kann man setzen : 

'i{wa^)F{w) = il>(a)P(w), 

*(fva-*)''G(u.) = ^(a)Q(fv), 
woraus folgt : 



* («;a-* ) F(ai) ö (wr) = ^ (a) P(w) Q (w) , 

Diese Gleichung zeigt, da(s das Produkt F(w) G{iv) = H{w) den zur 
Gongruenzwurzel ^a* gehörenden idealen Primfaktor des </>(a) m+n mal 
enthält. Dafs es denselben auch nicht mehr als m+^ mal enthält, wird 
folgendermaafsen bewiesen. Nach der Voraussetzung, da£s F{u^) den in 
Rede stehenden idealen Primfaktor nicht mehr als m mal, imd G(w) den^ 
selben nicht mehr als n mal enthält, hat man : 

»((fa-*) F(tv) nicht = 0, mod. A(a) , 

lr(«^«-*) G(w) nicht = 0, mod. f(a) , 
also 

IN IM'f'l 

*(ii^«-^) ^(a) P(w) nicht = 0, mod. ip(a) , 

n fM-l 

*(ci^a'^) ^(a) Q(w) nicht = 0, mod. i^(a) , 
und folglich auch: 

"9 (war*) P{w) nicht = 0, mod. ^(a), 
*(fva-*) Q(«;) nicht = 0, mod. ^(a), 

Jfo/A. Abh. der K, M. d. FTiss. 1S59. Mr. 2. £ 
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woraus folgt, dals weder P(h^) noch Q((^) diesen idealen Primfaktor enthält, 
und mithin das Produkt derselben ihn ebenfisdls nicht enthalten kann , oder 
was dasselbe ist, daüs das Produkt 

den Faktor f(a) nicht enthalten kann. Aus der Gleichung 
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folgt aber : 



^(wa-* ) F(w) G {w) — <f>(a) *(wa-* ) P(w) Q(w) , 

und hieraus : 

»(K^a-*) F(w) G^W') nicht = 0, mod. ^(a) ; 

also das Produkt F(iv) G{w) enthält den zur Congruenzwurzel ^a^ gehören« 
den idealen Primfaktor des «^(a) nicht mehr als m+7i mal. Eine wieder- 
holte Anwendung dieses far zwei Faktoren bewiesenen Satzes zeigt, daCs 
derselbe ebenso für ein Produkt beliebig vieler Faktoren gültig ist. 

§. 5. 
Yerhältnifs der idealen complexen Zahlen zu den wirklichen. 

Der in dem vorhergehenden Paragraphen bewiesene Hauptsatz zeigte 
dais dis idealen Prim Faktoren , wie sie oben definirt sind , die erste Gründer 
eigenschaft wahrer Primfaktoren haben, nämlich in einer und derselben Zahl 
in unveränderlicher Weise enthalten zu sein, und imabhängig davon, ob 
diese Zahl in entwickelter Form , oder in Form eines Produkts gegeben ist. 
Es sind nun weiter diejenigen Sätze zu entwickeln, welche die Überein- 
stimmung dieser idealen Primfaktoren mit den wirklichen, wo solche ezi- 
stiren, nachweisen, und welche zeigen, welchen Gebrauch man von den 
idealen Primfaktoren, vorzüglich in der Multiplikation und Division der 
complexen Zahlen in w machen kann. 

(I.) Wenn eine complexe Zahl F{w) alle X idealen Prim- 
faktoren einer Primzahl <p{a) enthält, für welche die Determi- 
nante D{a) ein Ater Potenzrest ist, und zwar jeden derselben 
mindestens m mal, so ist P(fv>) durch ^(a)* theilbar. 
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Nach der Voraussetzung dieses Satzes hat mask nämlich : 



*(iva-*) F((v) = 0, mod. <p(a) , 

für alle Werthe des ä: = 0, 1, 2, ••• A — !• Giebt man nun dem k nach 
einander alle diese X Werthe und summirt, so erhält man: 

(*(w)% '*(ivar*)\ .... -f. «(fva""**"'*)") F(w) = 0, mod. ^(a)"*. 

Die Summe innerhalb der Klammem, als symmetrische Funktion aller 
Wurzeln der Gleichung iv^=sD(a)^ enthält die Wurzel w selbst nicht, und 
bt nur eine complexe Zahl in a, welche durch i(a) bezeichnet werden mag« 
Nimmt man nua F(w) in der Form 

F(i^) SS u4 + -^,w -I- AgU^* + .... + A^^^w'"'^ , 

so hat man : 

*(a) {A + A^ü^ + A^w' H- .... + Aj^^^w^"^') = 0, mod. ^(a)*. 

Vermöge der Irreductibilität der Gleichung i^^ = D(a) kann aber diese Con- 
gruenz nicht bestehen , ohne dafs folgende A einzelnen Cong^enzen Statt 
haben: 

*(a) AsO, *{a) A, = 0, ...., #(a) A^^, = 0, mod. ^af. 

^(a) aber enthält den Faktor <^(a) nicht ; denn wenn man in der Gleichung 
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die Wurzel w durch die Congruenzwurzel ^ ersetzt, und bemerkt, dafs die 
in der Gleichung (2.) §. 4. gegebene Form des *(fv) 

*(^a-*) = ^^-* (a* + a" +a** + .... + a<'^-*>* + 1), mod. ^(a), 

ergiebt, also allgemein: 

*(|«"^) = 0, mod* ^(a), wenn Ä nicht ä 0, 

aber für A = : 

*(^) = ^r^S mod. ^(a), 

so hat man : 

♦ (a) s A" ^''"•^ ^" , mod. ^(a) ; 

also 9(a) nicht durch ip{a) theilbar. Hieraus folgt , dafs die CoeMcienten 
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A, A^j A^^ ... ^x-i ^^^ einzeln den Faktor ^(a)** enthalten müssen, dals 
also F{w) durch 0(a)" theilbar sein mufs, w. z. b. w. 

(n.) Wenn eine complexe Zahl F{w) genau m ideale Prim- 
faktoren einer Primzahl <p{a) enthält, für welche die Determi- 
nante D(a) ein Ater Potenzrest ist, dieselben mögen yerschieden 
sein, oder auch nicht, so enthält die Norm yon 2^((i^) den Faktor 
^(a) genau m mal. 

Die Norm NF{w)y als das Produkt der X conjugirten complezen Zah« 
len, mufs nach der Voraussetzung des Satzes jeden der A yerschiedenen 
idealen Primfaktoren des <p{iv) genau m mal enthalten ; also mufs sie , yer* 
möge des yorigen Satzes , den Faktor ^(a)" enthalten« Dieselbe kann auch 
nicht eine höhere Potenz yon ^(a) enthalten , weil sie sonst einen jeden der 
X idealen Primfaktoren des <p{a) mehr als m mal enthalten müüste« 

Dieser Lehrsatz , yerbunden mit dem Lehrsatz 11. §. 3. , zeigt nicht 
niu:, dafs die Anzahl der in einer gegebenen complexen Zahl 
F{w) enthaltenen idealen Primfaktoren stets eine endliche be- 
stimmte ist, sondern er gewährt auch ein leichtes Mittel um zu erkennen, 
wie yiele ideale Primfaktoren dieselbe enthält, und yon welchen Primzahlen 
in der niederen Theorie der complexen Zahlen in a sie herrühren. Bildet 
man nämlich die Norm NF{w) , zerlegt dieselbe als complexe 2iahl in a in 
ihre, dieser niederen Theorie angehörenden Primfaktoren, und unterschei- 
det dabei diejenigen Primfaktoren, für welche die Determinante Nichtrest 
ejner Xten Potenz ist, yon denen , wo sie Rest ist : so mufs erstens die An- 
zahl , wie yiel mal eine solche Primzahl der ersten Art in NF{w) yorkommt, 
ein Vielfaches yon X sein, und wenn dieselbe gleich XrX ist, so ist dieser 
ideale Primfaktor, welcher in der höheren Theorie ebenfalls Primfaktor ist, 
genau k mal in F{w) enthalten ; wenn zweitens irgend eine Primzahl der 
zweiten Art genau m mal in der Norm yorkommt, so mufs F{w) selbst noth* 
wendig m ideale Primfaktoren derselben in der höheren Theorie der com- 
plexen Zahlen in (v enthalten. Die Norm NF(w) kann aufserdem noch Prim- 
faktoren der Determinante D{a\ oder auch den Primfaktor 1 — a enthalten, 
yon deren zugehörenden idealen Primfaktoren in der Theorie der complexen 
Zahlen in w aber erst weiter unten die Rede sein wird. 

(UL) Wenn f{y/) eine wirkliche complexe Zahl in w ist, 
deren Norm keinen gemeinschaftlichen Faktor mit fD(a) hat. 
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und F((v) eine andere wirkliche compleze Zahl in iVy welche 
alle idealen Primfaktoren des f(w)j jeden mindestens eben so 
oft, iis f{w) selbst enthältj so ist F{w) durch ^((v) theilbar. 

Man kann den Quotienten der beiden Zahlen F{}v) und f[w) in fol- 
gende Form setzen : 

Wenn nun erstens f(w) irgend einen Primfaktor 0(a) n mal enthält , für 
welchen D{a) Nichtrest ist, welcher also in der niederen und in der höheren 
Theorie zugleich Primfaktor ist, so kommt derselbe in dem Nenner Nf{W) 
nothwendig ziX mal yor, und eben so yiel mal mindestens kommt er auch in 
dem Zähler vor, weil jede der complexen Zahleny((va),y(fva*), ...fiwof^"^) 
denselben genau n mal, und F(w) denselben nach der Voraussetzung des 
Satzes mindestens n mal enthält« Jeder solcher Faktor hebt sich also aus 
dem Nenner des Bruches yoUständig hinweg. "Wenn nun zweitens f{w) 
irgend welche idealen Primfaktoren einer Primzahl der niederen Theorie 
^(a) enthält, far welche D(jx) Aest einer Titen Potenz ist, und die Anzahl 
dieser idealen Primfaktoren ist m, so enthält der Nenner Nf(w) den Faktor 
^(a) genau m mal, der Zähler F{!W) f{wa) f{wa^) .... f(,wa^'^) enthält aber 
alle idealen Primfaktoren des <^(a), jeden mindestens m mal, weil F{w) alle 
idealen Primfsiktoren des f{w) enthält, also vermöge des Satzes (11.) enthält 
der Zähler den Faktor ^(a) nothwendig m mal , also auch ein jeder solcher 
Faktor mufs sich vollständig aus dem Nenner hin wegheben. Da endlich in 
Nf{w) nach der Voraussetzung des Satzes keine anderen , als die hier unter- 
suchten Faktoren vorkommen, indem die in ^J9(a) enthaltenen ausgeschlossen 
sind , so folgt , dafs der ganze Nenner Nf{w) gegen den Zähler sich hinweg- 
heben mufs, und dafs der Quotient -77^ eine ganze complexe Zahhl ist, 

w. z« b. w* 

(IV.) Wenn zwei wirkliche complexe Zahlen in w genau 
dieselben idealen Primfaktoren enthalten, und wenn ihre Nor- 
men keinen gemeinschaftlichen Faktor mit ^D{a) haben, so 
unterscheiden sich diese Zahlen nur durch Einheiten, welche 
als Faktoren hinzutreten können. 

Die beiden wirklichen complexen Zahlen, von denen der Satz handelt, 
seien F{w) \mdf[iv)f so ist vermöge des vorhergehenden Satzes: 
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^ ^ E{w), F(w) ^ £(«.) /(<..), 
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WO £(a*) eine ganze complexe Zahl ist, und zwar eine wirkliche. Nimmt 
man nun auf beiden Seiten die Normen, so hat man : 

Die beiden Normen NF{w) und Nf(w)^ wdiche complexe Zahlen in a sind, 
enthalten nun genau dieselben Primfaktoren , auch in dieser niederen Theo- 
rie. Dieselben können sich daher nur durch eine Einheit £(a) unterscheid 
den, und man hat : 

iVF(«'):^JE(«)iV5rH, 

und diese Gleichung, mit der yorhergehenden verbunden, ergiebt : 

Die ganze complexe 2iahl E{iv) ist also eine solche , deren Norm eine Ein- 
heit in a ist, sie ist daher eine Einheit in der Theorie der complexen Zahlen 
in w^ weil überhaupt als Einheit in dieser Theorie eine jede ganze complexe 
Zahl, deren Norm eine Einheit der niederen Theorie der complexen Zahlen 
in a ist, definirt wird. 

Aus den hier angenommenen Resultaten ergiebt sich nun leicht der 
Satz , welcher noch erfordert wird , um die gegebenen Definitionen der ide- 
alen Primfaktoren zu rechtfertigen, nämlich : 

(V.) In jedem Falle, wo in der Theorie der complexen 
Zahlen in w ein Primfaktor einer Primzahl ^(a) der niederen 
Theorie, für welche D(a) ein Ater Potenzrest ist, als ein wirk- 
licher existirt, und darum als eine complexe Zahl in w defi- 
nirt werden kann, deren Norm, abgesehen yon einer Einheit, 
gleich <p{a) ist, stimmt die oben gegebene allgemeine Defini- 
tion vollständig mit dieser beschränkteren zusammen. 

Es sei f{w) ein wirklicher complexer Primfaktor der Primzahl ^(a) 
der niederen Theorie, abo Nf{W) =zE{a) ^(a), wo E{a) eine Einheit ist, 
so mufs für eine bestimmte Wurzel der Congruenz ^^ = D{a) , mod. ^(a), 
welche statt a^ gesetzt wird, z. B. für die Wurzel ^a*, wie oben §. 3. bewie- 
sen worden, y(^a*) = 0, mod. <^(a), sein, und es ist alsdann y(^) als der 
zur Congruenzwurzel ^a!" gehörende Primfaktör des ^(a) zu bezeichnen. 



55 

Wenn nun eine wirkliche complexe ZaU F{w) alle idealen PrimfaktoFen des 
f{w)^ im vorliegenden Falle also nur den einen zur Gongruenzwurzel ^a* 
gehörenden Primfaktor des ^(a) enthält, so ist, wie oben gezeigt worden, 
F{w) durch y(w^) theilbar, also: 

^ c* G{w) oder F(w) ;= f{w) G^i;), 

wo G{iv) eine ganze und wirkliche complexe Zahl ist. Der in F(w) enthal- 
tene ideale Primfaktor tritt also in diesem Falle als der wirkliche heraus. 

Es würde jetzt eigentlich noch übrig sein, auch von den idealen Prim- 
fiiktoren derjenigen complexen Primzahlen in a zu handeln , welche in der 
Determinante D(a) enthalten sind, so wie über die Zerlegung von 1 -^a = ^ 
in der höheren Theorie der complexen Zahlen in w. Es treten aber bei der 
Zerlegung dieser Primzahlen in einfachere Faktoren der höheren Theorie 
ganz eigenthfimliche Umstände ein, welche bewirken, dafs es im Allge- 
meinen unmöglich ist , wahre ideale Primfaktoren der in p JD{(t) enthaltenen 
complexen Primzahlen anzugeben, welche im vollen Sinne diesen Namen 
verdienen , so wie die hier behandelten ; namentlich treten diese störenden 
umstände immer dann ein , wenn ein Primfaktor mehr als einmal in der De- 
terminante enthalten ist. Für den vorliegenden Zweck ist es aber nicht 
nöthig, die Zerlegung der in ^D{a) enthaltenen Faktoren der niederen Theo« 
rie in die idealen Faktoren, welche sie innerhalb der höheren Theorie 
der complexen Zahlen in w haben möchten, näher zu untersuchen. Der 
Ausdruck „idealer Primfaktor" oder „ideale Primzahl** dieser höheren 
Theorie, wird darum überall nur von den im §• 4. definirten idealen Prim- 
fiiktoren gebraucht werden , deren Normen ausschliefslich nur die in ^ D{a) 
nicht enthaltenen Primzahlen der niederen Theorie sind. Ebenso soll auch 
der Ausdruck „ideale complexe Zahl^ in der höheren Theorie nur von einer 
Zusammensetzung der definirten idealen Primfaktoren gebraucht werden, 
d. h. von dem gleichzeitigen Bestehen beliebig vieler, der die idealen Prim- 
faktoren charakterisirenden Congruenzbedingungen , oder von dem Bestehen 
einer derjenigen Congruenzbedingungen, welche ausdrücken, dafs eine com- 
plexe Zahl einen idealen Primfaktor mehrmals enthält, niemals aber soll von 
idealen Zahlen die Rede sein, deren Normen irgend welche Faktoren mit 
pD(a) gemein haben möchten. Dadurch soll jedoch die Anwendung wirk- 
licher complexer Zahlen in w oder z nicht ausgeschlossen werden, deren 
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Norm^ den FaktQr ^ oder Prim£iktoren der DetermiaAutc D(a) enthaltei^ 
Ton denen yielmehr in dem Folgenden mit grofsem Nutzen Gebrauch gemadit 
werden wird. 

§. 6. 

Eintheilung der idealen complexen Zahlen in die Klassen 

und Bestimmung der Klassenanzahl. 

Die idealen Primfaktoren der complexen Zahlen in w^ welche in den 
vorhergehenden beiden Paragraphen durch Congruenzbedingungen definirt 
und in ihren wesentlichen Grundeigenschaften betrachtet worden sind , blei*^ 
ben YoUkommen dieselben, wenn man die speciellere Theorie der complexen 
Zahlen in z zu Grunde legt, denn jede ganze complexe Zahl in is ist zugleich 
auch eine ganze complexe Zahl in w. Die Definition der AequiTalenz, nadi 
welcher zwei ideale Zahlen äquiyalent heiüsen , wenn sie mit einer und der- 
selben dritten idealen Zahl zusamcpengesetzt , wirkliche complexe Zahlen 
ergeben, so wie die allgemeinen Sätze über Zusammensetzung, Aecjuivalenz 
und Klassifikation der idealen Zahlen, sind sogar nicht mu: für die beiden 
Arten der complexen Zahlen in i^ und in w, sondern för die idealen Zahle» 
aller complexen Theorieen , welche überhaupt existiren , yoUständig diesel- 
ben. Es sind diefs die Sätze , welche ich im §• 5. meines Memoire sur la 
tJUprie des nomhres complexes etc. in Liouville's Journal, Bd. 16, pg. 439 
etc. von den aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten, und später in einer 
vor der Königlichen Akademie vorgetragenen, in den Abhandlungen vom 
Jahre 1856 gedruckten Abhandlung, auch von den, aus beliebigen Wurzeln 
der Einheiten , deren Wurzelexponenten nicht Primzahlen sind , gebildeten 
complexen Zahlen vollständig bewiesen habe, nämlich folgende : 

(I.) Es giebt stets eine endliche bestimmte Anzahl idealer Multipli- 
katoren, welche hinreichen, um alle idealen Zahlen zu wirklichen zu macheui 
wenn sie mit denselben zusammengesetzt werden, oder die Anzahl aller 
nichtäquivalenten Klassen der idealen Zahlen ist eine endliche bestimmte. 

(U.) Die Eintheilung der nichtäquivalenten idealen Zahlen in die 
verschiedenen Klassen ist von der zufälligen Wahl der idealen Multiplika- 
toren ganz unabhängig. 

(lU.) Wenn zwei ideale Zahlen einer dritten äquivalent sind, so 
sind sie unter einander äquivalent. 
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(lY.) Aequivalente ideale Zahlen mit äquivalenten zusammengesetzt) 
geben äquivalente Produkte. 

(V.) Jede ideale Zahl wird durch Erhebung zu einer bestimmten 
Potenz zu einer wirklichen, und kann daher als Wurzel aus einer wirklichen 
complexen Zahl dargestellt werden. 

(VI.) Der Exponent der niedrigsten Potenz einer idealen Zahl, wel- 
che zu einer wirklichen wird , ist ein genauer Theil der Anzahl aller ver- 
schiedenen EJassen. 

Die Beweise dieser Sätze für die Theorie der complexen Zahlen in w 
oder z will ich hier unterdriicken , da dieselben gröfstentheils fast wörtlich 
mit den an den angeführten Orten , für die aus Einheitswurzeln gebildeten, 
complexen Zahlen, gegebenen übereinstimmen würden. Nur in dem Beweise 
des ersten Satzes, über die endliche Anzahl der Klassen, müssen gewisse Mo- 
difikationen eintreten, welche jedoch eben so wenig neue principielle Schwie- 
rigkeiten darbieten. Ich kann in Betreff dieser , so wie überhaupt der all- 
gemeinen Sätze, welche allen Theorieen complexer Zahlen gemein sind auch 
auf eine Arbeit von Hrn. Kronecker verweisen, welche nächstens erschei- 
nen wird, in welcher die Theorie der allgemeinsten complexen Zahlen^ in 
ihrer Verbindung mit der Theorie der zerlegbaren Formen aller Grade, 
vollständig und in grofsartiger Einfachheit entwickelt ist. 

Man kann auch in ähnlicher Weise wie ich diefs im §. VO der ange- 
führten Abhandlung in Liouville's Journal, Bd. 16, pag. 454 etc. für die 
aus Wurzeln der Einheit gebildeten, complexen Zahlen vollständig ausge- 
führt habe, nach den Dirichl et sehen Methoden einen Ausdruck für die 
Klassenanzahl der complexen Zahlen in (v entwickeln, und ebenso den ent- 
sprechenden für die complexen Zahlen in z. Da dieser Ausdruck für eine 
der folgenden Untersuchungen von Wichtigkeit ist, so will ich denselben 
hier in der Kürze entwickeln , indem ich mich begnüge , die Hauptmomente 
der Methode anzugeben , die Ausführung im Einzelnen aber , in so weit sie 
keinerlei Schwierigkeit hat, übergehe. 

Es wird folgende Reihe zu Grunde gelegt : 

in welcher jP((v) alle verschiedenen idealen Zahlen in (v repräsentirt , d. h« 
^ile, welchen verschiedene Zerlegungen in ihre Primfaktoren zukommen, 

Math. Abh, der K. Ak. d. fTUs. 1859. Nr. 2. F 
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WO ferner NNF(iv) die Norm yon F(w) , zuerst in Beziehung auf w^ und 
8odann in Beziehung auf a genommen bedeutet , und s eine Zahl > 1 ist. 
Die in Beziehung auf w genommene Norm yon F(i<^) , als complexe Zahl in 
a in ihre Primfaktoren dieser niederen Theorie zerlegt , hat stets folgende 
Form: 



• •• • 



wo ^(a), <Pi(^) •*• Primzahlen sind, für welche D(a) ein Ater Potenzrest ist, 
dagegen v^Ca), '^fi^O solche, deren Nichtrest D(a) ist. Es giebt nun genau 

X (X H- 1) ... (X H- y« — 1) ^ X (X -h 1) ... (X -h m^ — 1) 
1. 2. ... /ra 1.2. ... 771 1 

verschiedene ideale Zahlen F(ii^), welche diese selbe Norm haben, weil jede 
der Zahlen (f>(a) A verschiedene ideale Primfaktoren hat , jede der Zahlen 
-v^(a) aber auch in der höheren Theorie selber Primzahl ist , also ^(a)* auf 
so viele Weisen entstehen kann, als man die A idealen Primfaktoren des ^(a) 
mit Wiederholungen, aber ohne Versetzungen zu je m verbinden kann, 
yj/ia)' aber nur auf eine Weise entstehen kann. Demnach ist: 

X (X -4- 1) ... (X H- m ^ 1) ^ X(X-f-l)...(XH-m^ -> 1) .... 
(2.) Ä = (*--l) 2 1> 2- »■■ 'n i.2....m, , 

WO die Summe auf alle ganzzahligen Werthe derGröfsen m, m, ••• n, n, ... 
von Null bis Unendlich sich bezieht. Führt man diese einzelnen Summa- 
tionen nach dem binomischen Lehrsatze aus, so erhält man : 

-X -X —1 

(3.) Ä = (,_l)(l_j^).(l--j^y-)... (l--^;^) .... 

Die beiden Terschiedenen Arten der Faktoren dieses Produkts werden mit 

Hülfe des Legen dreschen Zeichens (-tt^) leicht unter eine und dieselbe 
Form gebracht, denn das Produkt 



nj 1 — \<P(«)/ 1 

\ A(|>(«// 



giebt, wenn D(a) Best von <f>(a) ist, einen Faktor der ersten Art, und wenn 
D(a) Nichtrest yon ^(a) ist , einen Faktor der zweiten Art. Man erhält so. 
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wenn der Kürze wegen das auf alle idealen Primzahlen in a, mit AusschluCs 
der in ^ D(a) enthaltenen, bezogene imendliche Produkt : 

(4.) n(i-U(fO/) =A 

gesetzt wird: 

(5.) Ä = (* — 1) Zr^ L, L^ .... L^^, . 

Durch Entwickelung der (— l)ten Potenz der zweitheiligen Gröfse und Aus- 
führung der angedeuteten Multiplikation erhält man aus dem Produktaus- 
drucke des Ljt nach bekannter Methode folgenden Summenausdruck : 

/2>C«)\* 

(6.) A = s vnä)) , 

NF(ay 

in welchem F(a) alle verschiedenen idealen Zahlen in der Theorie der com- 
plexen Zahlen in a bezeichnet, welche keinen gemeinschaftlichen Faktor 

mit §D(a) haben, ( t;?^) das in bekannter Weise für zusammengesetzte Mo- 
duln yerailgemeinerte Legen dresche Zeichen ist, und das Summenzeichen 
auf alle verschiedenen, idealen Zahlen F{a) zu beziehen ist. Der Werth 
der Reihe (s — 1) L^y für « = 1, jedoch mit Zulassung der idealen Zah- 
len F{a)j welche mit §D(a) gemeinschaftliche Faktoren haben, ist in meiner 
Abhandlung in Liouville's Journal, Bd. 16, pag. 460 gegeben, imd ist, um 
in den Zahlen F(a) die mit §D(a) gemeinschaftlichen Faktoren auszuschlie- 
£sen, wenn D(a) die verschiedenen Primfaktoren /(a), y*,(a), ... enthält, 
nur mit 

(7.) (,_4)(,_^)(1_^)...= C 

ZU multipliciren. Man hat daher: 

(8.) (ä — l)io = — jtm^h , fur* = l, 

wo fx=^^, und P und D die am angeführten Orte angegebenen Bedeutun- 
gen haben , und wenn dieser gefundene Werth der Einfachheit wegen mit 
K bezeichnet wird : 

(9.) ü = IC Ij^ L^ X, •••• L^^^ , für ^ ^ 1« 

F2 
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Ed wird nun der Werth der Reihe R für den Grfinzwerth « =s 1 nack 
einer anderen Methode gefunden , indem diese Reihe in so yiel besondere 
Reihen zerlegt wird, als es verschiedene Klassen der idealen Zahlen F(w) 
giebt. Sei -ET die Anzahl dieser Klassen, und -PqWj -^t(^)> •••• ^s-td^) 
bezeichnen alle idealen Zahlen beziehungsweise der ersten , zweiten u. s. w. 
Klasse, so ist: 

(10.) R=^ j^^^+X '-* - '-* 



Es wird hier zunächst auf dieselbe Weise, wie in der genannten Abhandlung 
pag. 469 gezeigt, dafs für ^ = 1 alle diese H verschiedenen Summen den- 
selben Werth erhalten , so dafs es hinreicht die erste derselben , in welcher 
F^(w) die erste Klasse, die der wirklichen complexen Zahlen in w repräsentirt, 
zu finden. Man kann mm jede wirkliche complexe Zahl F^iw) , welche X 
complexe Zahlen in a als Coefficienten hat, deren jeder wieder \ — i nicht- 
complexe Coefficienten enthält, die als unbestimmte Zahlen mit x^ , ^ bezeich- 
net werden sollen, so darstellen : 

(11.) F,{w) = 2, x\ X,,, a* w^. 



Für alle möglichen Werthe der ganzzahligen Goefficienten x^ , ^ erhält man 
nun aber nicht blofs verschiedene wirUiche complexe Zahlen F^{w)j son- 
dern auch alle diejenigen , welche sich nur durch Einheiten unterscheiden. 
Um in dieser Form eine jede complexe Zahl nur einmal zu haben, mufs 
man mit Hülfe der Fundamental - Einheiten die Coefficienten den nöthigen 
Beschränkungen unterwerfen. Nach Hrn. Dirichlet's Untersuchungen 
über die allgemeinen Einheiten, giebt es aber für die complexen Zahlen in w 
^^^"'^ — 1 Fundamental - Einheiten , über welche weiter imten vollständig 
gehandelt werden wird , imd wenn man dieselben durch e,(^), ^cC^)» etc. 
bezeichnet, so sind alle Einheiten in der Form 

m I Tilg "ty^t 

(12.) a, 6,(<v) t^{w) .... €,_,(fv) 

enthalten, in welcher a, eine der 2A* Wurzeln der Gleichung a, =1, i' = 
^*g~* ^ ist, und m,, m^, ... m,_, alle möglichen positiven und negativen gan- 
zen Zahlen sein können. Bezeichnet man nun mit MF(w) und ilfe^ (w) die 
analytischen Moduln der imaginären Gröfsen F(}v) und €^(^), so erhält 
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man in ähnlicher Weise ^ wie in der erwähnten Abhandlung , das Resultat : 
Wenn die Coefficienten «r^,^ in der complexen Zahl 2^o(^) «o beschränkt 
werden, dafs in dem Systeme Ton Gleichungen, welches man aus der Gleichung 

(13.) log. MF^M^jr, log.ilfe.((v)+^, lo^. Ms, (u;)+^.+yr^^^ log.MB,_,M 

erhält, indem man zu den darin enthaltenen complexen Zahlen ihre conjugir- 
ten nimmt, die Gröfsen^, , ^,, ... ^,_, alle in den Gränzen und 1 liegen 
müssen: so enthält die Form 2^o(^) ^^ verschiedenen wirklichen complexen 
Zahlen, jede genau 2X' mal. Unter den conjugirten werden aber hier alle 
diejenigen verstanden, welche man erhält, indem man dem (v seine A Werthe 
Wj way .;• (va^^* giebt, imd alsdann auch dem a (auch insofern es in m^s 

yD{a) enthalten ist) die Werthe a, a* ... a*^~* giebt. Dabei wird die eine 
Hälfte der so entstandenen A(A— 1) Gleichungen der andern Hälfte gleich, 
und ist deshalb zu verwerfen, von den übrig bleibenden v Gleichungen ist 
alsdann noch eine beliebige , als mit den übrigen identisch , wegzulassen , so 
dafs genau v— 1 Gleichungen bleiben, mit ebenso vielen Gröisen ^, , ^,, 

•••• y»^\* 

Mit Hülfe der Dirichlet sehen Sätze wird nun der Gränzwerth, wel- 
chen die Reihe R für ^ = 1 annimmt, vollständig durch ein A (A — l)faches 
Integral bestimmt, nämlich : 

in welchen die Gröfsen x^^^ etc. als continuirliche Variable auftreten, und 
die Integrationen auf alle Werthe derselben von — oo bis -i- oo sich erstrecken, 
für welche die Variabein ^,,^, ... ^,_, des obigen Systems in die Gränzen 
und 1 zu liegen kommen, und fiir welche auch die Norm NNF^{W) in 
denselben Gränzen und 1 liegt. Der Faktor C7, welcher derselbe ist, als 
m der Gleichung (7.) rührt daher, daüs auch in F^(w) die Werthe ausge- 
schlossen sind , für welche NF^iw) durch ^ , oder durch einen Primfaktor 
der Determinante D{a) theilbar sein würde.. 

Dieses A(A — 1) fache Integral wird mm zunächst so transformirt, dafs 
anstatt der Variabein x^^^ etc. die A(A— 1) zu F^iw) conjugirten complexen 
Zahlen, welche durch die zu der Gleichung (11*) conjugirten Gleichungen 
mit den alten Variabein verbunden sind , als neue Variable eingeführt wer- 
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den. Die Funktional -Deteraünante dieser linearen Substitution erhält dem 
ein&chen Werth: 

fi 2X*~3X 

welcher nicht schwer zu finden ist. 

Hierauf werden diese A(X-*1) Variabehi F^^iw) mit allen conjugirten 
durch die Variabein i/^ und p^ ersetzt, welche aus jenen erhalten werden^ 
indem man die Logarilhmen derselben in die Form u+K— 1p setzt, wo u 
und p reale Gröüsen sind* Diese neue Substitution giebt : 

(16.) Ä = %li\^ ß""' ^^"' ... ^^"' du, da. ... du, dp, dp, ... dp,. 

Da die Integrationen in Beziehung auf die Variabein p,, p^y ... p, alle in 
den Gränzen — . bis + j^ auszuführen sind, so hat man hieraus das v fache 
Integral : 

(17.) R = ?ll^^^y^2"' e""^ ... e'"^ du, du, ... du,. 

Wird die Integration in Beziehung auf u, in den, durch die Bedingung, daft 
NNF{w) positiv und kleiner als Eins sein mufs bestimmten Gränzen aus- 
geführt , so erhält man : 

(18.) R — — hrr^J^^' ^« •••■ ^i'-«- 

Endlich werden nun anstatt dieser v— 1 Variabein die Variabein y^^y^ ••• 
y^^x d^ dem Systeme der Gleichungen , welche aus (13.) entstehen, eii^ 
gefuhrt , und weil diese niu: in den Gränzen und 1 zu integriren sind , so 
erhält man: 

(19.) R=211^^, för *=1, 

WO A die Determinante aus den Logarithmen der analytischen Moduln der 
Fundamentaleinheiten in w und ihrer conjugirten bezeichnet. 

Aus der Vergleichung dieses Resultats mit (9.) hat man nun den Aus- 
druck der Elassenzahl JET, für die hier betrachtete Theorie der complexen 
Zahlen inwx 

(20.) H = 2*>ffr^g • i, L, X3 ... Zfx.,, 
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oder wenn für K und ^ilire Werthe bei (8.) und (15.) gesetzt werden: 

Die Summation der unendlichen Reihen L^y L^ ••• würde diesem Aus- 
drucke erst seine Vollendung geben ; dieselbe scheint aber äufserst schwie- 
rig zu sein, und bietet wenigstens den gewöhnlichen Mitteln Trotz. Für 
die Anwendung, die in dem Folgenden yon dem gefundenen Resultate 
gemacht werden soll , kommt es aber nur darauf an , dafs das Produkt L , 
£, • . . ix-i > einen endlichen und von Null verschiedenen Werth hat, 
und dieses geht unmittelbar daraus hervor, dafs sowohl die EJassenanzahl 
jET, als auch die Gröfsen A, P und D endliche, von Null verschiedene 
Werthe haben. 

Die Klassenanzahl der complexen idealen Zahlen in z ist nur ein 
VielfSsiches der gefundenen Elassenanzahl der idealen Zahlen in Wj und zwar 
wird sie aus dieser durch Multiplikation mit einer Potenz von A erhalten, 
deren nähere Bestimmung ich hier übergehe, weil sie für das Folgende nicht 
nöthig ist. 

§.7. 

Eintheiluiig der verschiedenen Klassen der idealen Zahlen in z 

in ihre Gattungen. 

Es soll nun die Theorie der complexen Zahlen in z in's Besondere, 
und zwar zunächst die Eintheilung der verschiedenen Klassen der idealen 
Zahlen dieser Theorie in ihre Gattungen {Genera) behandelt werden. Hier- 
bei soll , wie überhaupt in allen folgenden Paragraphen dieser Abhandlung, 
angenommen werden , dafs die Primzahl A nicht eine von denen ist , welche 
ich in meinen Untersuchungen über die complexen Zahlen in a als Aus- 
nahmszahlen bezeichnet habe, also nicht eine solche, welche als Faktor 
des Zählers einer der ersten -^^ Bernoulli sehen Zahlen vorkommt. Nach 
Ausschliessung dieser besonderen Werthe der Primzahl X gelten für die 
complexen Zahlen und Einheiten dieser niederen Theorie folgende Sätze, 
welche ich in dem Mimoire in Liouville's Journal, Bd. 16, §.9, und in 
der Abhandlung über die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reciprocitäts- 
gesetzen in Cr eile's Journal, Bd. 44, pag. 138 etc. bewiesen habe: 

Die Klassenanzahi der idealen Zahlen in a ist nicht durch X theilbar. 
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Der kleinste Exponent der Potenz , zu welcher eine ideale Zahl y^a) 
erhoben werden mufs^ um zu einer wirklichen zu werden, ist nicht durch 
A theilbar. 

Jede Einheit E(a)^ welche einer nichtcomplexen ganzen Zahl con- 
gruent ist, nach dem Modul A, ist eine Ate Potenz einer anderen Einheit €(a)* 

Jede nicht durch 1 — a theilbare , wirkliche complexe Zahl F(a) 
läfst sich durch Multiplikation mit einer passenden Einheit in die primäre 
Form bringen, in welcher sie die Bedingungen erfüllt: dafs erstens das 
Produkt F(a) F(ar*) einer nichtcomplexen Zahl congruent ist, nach dem 
Modul A , und dafs zweitens F(a) selbst einer nichtcomplexen Zahl congruent 
ist, nach dem Modul (1 — a)*. 

Es sei nun 

F(z) = C+Bz + B,z, + ... +ß,.,Ä,^, 

eine wirkliche complexe Zahl in z* Die Norm derselben, als Produkt aller 
conjugirten, ist eine symmetrische Funktion aller Wurzeln z, «,, ... Zj^_^ 
der Gleichung (5.), §.1. In dieser Norm ist C^ das einzige, kein z ent- 
haltende Glied , aufser welchem noch symmetrische Funktionen der ersten, 
zweiten u. s. w. bis Aten Dimension vorkommen. Alle diese symmetrischen 
Funktionen sind aber durch die Gleichungs - Coef&cienten rational und ganz 
darstellbar, und müssen nothwendig alle den Faktor A^ enthalten, weil alle 
Gleichungscoefficienten denselben enthalten. Läfst man nun die durch A^ 
theilbaren Glieder der Norm weg, so hat man die Gongruenz: 

(1.) NF{z) = C\ mod. A^, 

wo C eine ganze complexe Zahl in a ist. Bezeichnet man dieselbe durch 
C{a) und nimmt NF{z) = F{a)^ so hat man: 

(2.) F(a) = C{af , mod. Af. 

Weil die Ate Potenz einer complexen Zahl in a einer nichtcomplexen Zahl 
congruent ist, nach dem Modul A, so erkennt man hieraus, dafs die Norm 
jeder wirklichen complexen Zahl in z einer nichtcomplexen 
ganzen Zahl congruent ist, nach dem Modul A. 

Giebt man in der Gongruenz (2.) dem a nach einander alle seine 
A^ 1 Werthe, (wobei der Modul A^ wesentlich derselbe bleibt), und multi- 
plicirt diese A Congruenzen, so hat man : 

NF{a) = iNCici)^ , mod. A j. 
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Weil nun NC(a) \ als Norm einer nicht durch ^ theilbaren complexen Zahl 
in a I Ton der Form 1 -i- nik ist , die Ate Potenz davon also von der Form 
1-l-mA'y weil femer zwei nichtcomplexe ganze Zahlen, welche nach dem 
Modul A q congnient sind , nothwendig auch nach dem Modul A' congruent 
sein müssen, so hat man : 

(3.) NF{a) = 1, mod. A*. 

Setzt man jetzt die wirkliche complexe Zahl F{z) in die Form einer 
complexen Zahl in w : 

F{z) SS A + A,w + A^w* + ... + A^^^w"""' , 

und nimmt die Norm derselben, so ist diese Norm eine ganze rationale 
Funktion yon w^^ d. i. yon D(a), und es ist A^ das einzige Glied der Norm, 
welches w*" nicht enthält. Läftt man nun alle Glieder weg, welche w^ ent- 
halten, so hat man die Congruenz : 

(4.) NF{z) = F(a) = A\ mod. D(a). 

Wenn nun die Determinante JD(a) die yon einander verschiedenen Primfak- 
toren ^ca), /".(a), y^Ca) ... enthält, welche ideal sein können, während D(a) 
als wirkliche complexe Zahl in a vorausgesetzt worden ist , so erkennt man 
aus dieser Congruenz, dafs in Beziehung auf alle diese Primfaktoren der 
Determinante die Norm der wirklichen compleicen Zahl einer Aten Potenz 
congruent ist, oder dafs man hat: 

(«•) m = '• (M) = '• m) = ' 

Aus den hier entwickelten Eigenschaften der Normen der wirklichen 
complexen Zahlen F(z) ergeben sich nun die bestimmten Charaktere, welche 
die Normen der idealen Zahlen dieser Theorie besitzen. Die Norm einer 
idealen Zahl F(z), als complexe Zahl in a, welche in dieser niederen 
Theorie auch selbst noch ideal sein kann , ist in Betreff der Einheiten in 
a, mit denen sie behaftet genommen werden kann , vollständig unbestimmt. 
Um diese Unbestimmtheit zu heben setze ich fest, dafs die Norm einer 
jeden idealen Zahl in z, 'als complexe Zahl in (t, in der primären 
Form genommen werden soll, wie diese oben definirt ist, welche 
Bestimmung sich dadurch rechtfertigt, dafs sie für die Normen der wirk- 
lichen complexen Zahlen in z von selbst erfüllt ist , da jede solche Norm 
einer nicht complexen ganzen Zahl congruent ist , nach dem Modul A, wie 

M^tth. Abh. der K. Ak. d. fTiss. 1859. Nr. 2. G 
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oben gezeigt worden. Wenn F(a), als Norm der idealen Zahl F(z)f selbst 
noch ideal ist , so wird die niedrigste Potenz derselben , welche wirklich 
wird, in der primären Form genommen. 

Wenn nmi F(z) eine ideale Zahl in z bezeichnet mid F(a) die Norm 
derselben , wobei der Fall , dafs F(z) auch wirklich sein kann , nicht ausge* 
schlössen wird, wenn femer ^(a), y,(a) .... die verschiedenen, in der Deter- 
minante D(d) enthaltenen Primfaktoren sind und wenn die Determinante den 
Faktor ^ = 1 — a nicht enthält , welche Bestimmung auch in dem Folgenden 
überall beibehalten werden soll: so sollen die Zahlenwerthe folgender ^ 
Differenzialquotienten des Logarithmus von F(ß*) : 



X— 3 



= a 



mod. Xy 



(6.) 


• • 






femer die Zahl 





(7.) ^ ~ ^"^"^ = C,_,, mod. X. 

und endlich auch die, durch die Legen dreschen Zeichen: 

u. s. w. bestimmten Zahlen JT, K^ •••• als Charaktere der idealen Zahl 
F(z)y oder auch als Charaktere der Norm derselben F(a) bezeichnet 
werden. Aus dieser Erklärung der Charaktere ergiebt sich zunächst fast 
unmittelbar der Satz : 

(L) Die Charaktere des Produkts zweier oder mehrerer 
idealen Zahlen werden gefunden, wenn man die Charaktere der 
einzelnen Faktoren zu einander addirt. 

Für die, als Differenzialquotienten der Logarithmen ausgedrückten 
Charaktere folgt die Richtigkeit dieses Satzes aus der analogen Eigenschaft 
der Logarithmen, und für die durch die Legendr eschen Zeichen definirten 
aus der Eigenschaft dieser Zeichen, nach welcher 



V /(«) f ~ V/(«) / V /(«) } 

iat* Um dieselbe auch für den mit C^., bezeichneten Charakter nachzu* 
weisen, kann man von der Congruenz 

(1 — NF{a)) (1 — N<p{a)) s 0, mod. A% 

ausgehen, welche noth wendig Statt hat, weü sowohl i ^ N F(a) als 
1 — ]Y(f) (d) durch A theilbar sind. Entwickelt man das Produkt dieser beiden 
Faktoren , bringt NF{a) Ntp (a) auf die andere Seite , addirt auf beiden 
Seiten Eins und diyidirt durch A , so hat man : 

(9.) ^ - 7^"> + IjzILm = ln^vOjiOiWl, ^od. A, 

und der auf diese Weise für zwei Faktoren geführte Beweis wird durch 
blofse Wiederholung auf beliebig viele Faktoren ausgedehnt, und giebt, 
wenn die Faktoren einander gleich angenommen werden : 

(10.) * ^' -,^^<")) = IH^^ , ^od. A. 

Die Benennung Charaktere kommt diesen Zahlen darum zu, weil 
sie nicht nur einzehien idealen Zahlen angehören, sondern für alle idealen 
2iahlen einer Klasse dieselben bleiben. Um diefs zu beweisen, bemerke 
ich zunächst, dafs für die Ellasse der wirklichen complexen Zahlen in z 
alle diese Charaktere den Werth Null haben. In der That sind erstens die 
^, als Differenzialquotienten von /F(€*) definirten, alle congruent Null, 
weil F{d) einer Aten Potenz congruent ist, nach dem Modul A; zweitens ist 
der Charakter C^,., congruent Null, weil i-^NFia) durch A* theilbar ist, 
und drittens sind auch JT, JST,, ... congruent Null , weil F(ä) einer Aten Po<* 
tenz congruent ist, nach dem Modul D(a), und somit auch nach den Moduln 
/*(«), y,(Ä) .... Es seien nun F^(z) und F^{z) zwei äquivalente ideale 
Zahlen, und *(z) ein Multiplikator, welcher beide zu wirklichen macht, 
abö sowohl ^(z) F,(z) als auch *(ä) F^(z) wirklich. Es sei auch NF^{z) 
s± F, (ä), NF, (z) =Ä F, (a) und N^(z) ä *(ä) , so hat man : 



dv' 



.S-^./(^y).F.(.»)) ^ ^^ ^^^^ ,^ 



also auch 

G2 
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(11.) "zi'ir = ^••::.'.'-.<-> ■ mod. A. 

Femer hat man för die Nonnen der wirklichen Zahlen i(z) F,(z) und 

N{i(a) F,(a)) = 1, mod. \\ 

N(i(a) F.(o)) = 1, mod. X.\ 
woraus folgt: 

NF, (a) = NF, (o) , mod. \* , 
und 

(12.) JV£V(^ ^ ^^>y-^ , „,od. K 

Endlich hat man auch für die Normen dieser wirklichen Zahlen : 

V~~7w / - *' V~~7(^) ^; "• *' 

also 

v/(«) ) V /(«) / *' \/(«) ; V /(«) / '» 

demnach 

und ebenso für alle verschiedenen Primfaktoren /*, (a) ^ fti^) ••• der Deter- 
minante. Man hat also den Satz : 

(ü.) Alle äquivalenten, einer und derselben Klasse ange- 
hörenden, idealen Zahlen haben gleiche Charaktere. 

Die aufgestellten Charaktere sind somit nicht blols Charaktere der 
einzelnen idealen Zahlen, sondern Charaktere der Klassen. Aus diesem 
Grunde wird auf sie die Eintheilung der Klassen in die (Sattimgen {Genera) 
gegründet , indem alle nicht äquivalenten Klassen , welche vollständig die* 
selben Charaktere haben, einer und derselben Gattung, diejenigen aber, 
für welche nicht alle Charaktere dieselben sind, verschiedenen Gattungen 
zugetheilt werden. 

Wenn die Anzahl der verschiedenen, in der Determinante D{a) ent- 
haltenen Primfaktoren gleich r ist, so giebt es für jede ideale Zahl in z 
~^-l-r besondere Charaktere, deren jeder einen der A Werthe 0, 1, 2, •.. 
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X—i haben kann. Die Anzahl aller möglichen Combinationen dieser Wer* 
the der einzelnen Charaktere ist gleich der (^ + r)ten Potenz von A, wel- 
ches also die Anzahl aller Gesammtcharaktere ist die überhaupt möglicher- 
weise Statt haben können, oder die Anzahl aller angebbaren Gattungen. 
Weil aber der Fall eintreten kann , und wie in dem Folgenden gezeigt wer- 
den wird auch wirklich eintritt, dafs gewisse dieser angebbaren Gattungen 
gar keine Klassen idealer Zahlen enthalten , so sind von diesen blofs angeb- 
baren, die wirklich vorhandenen Gattungen wohl zu unterscheiden. Die- 
jenige Gattung , deren Charaktere alle gleich Null sind , welcher , wie oben 
gezeigt worden ist die Klasse der wirklichen complexen Zahlen angehört, 
welche also inuner eine wirklich yorhandene ist, soll die Hauptgattung 
(Genus principale) genannt werden. 

Über die Vertheilung der einzelnen Klassen in die Gattungen wird 
mm zunächst folgender Satz bewiesen: 

(m.) Alle wirklich vorhandenen Gattungen enthalten 
gleich viele Klassen idealer Zahlen. 

Setzt man nämlich alle Klassen einer gegebenen Gattung mit einer 
bestimmten fJasse zusammen, so gehören alle dadurch entstehenden ver- 
schiedenen Klassen wieder einer und derselben Gattung an , weil sie , * wie 
der Satz (I.) zeigt, alle dieselben Charaktere haben. Durch passende Wahl 
dieser einen Klasse kann man aber aus einer jeden gegebenen Gattung , wel- 
che n Klassen enthält eben so viele verschiedene Klassen einer jeden anderen 
gegebenen Gattung erzeugen. Wählt man nun für die eine Gattung, aus. 
welcher alle übrigen erzeugt werden, eine solche, welche nicht weniger Klassen 
enthält als irgend eine andere , so folgt , dals alle anderen Klassen nicht nur 
nicht mehr , sondern auch nicht weniger Klassen enthalten können als diese, 
wodurch die Richtigkeit des Satzes bewiesen ist. 

Aufser der Eintheilung in die Gattungen ist noch eine andere Einthei* 
lung der nichtäquivalenten Klassen beachtenswerth , welche von den ver- 
schiedenen Klassen der idealen Zahlen in a herrührt. Wenn k die Anzahl 
der nichtäquivalenten Klassen dieser niederen Theorie ist , und die idealen 
Zahlen ^(a), </>,(a), ip^ia)^ ... ^A.,(a) repräsentiren diese verschiedenen 
Klassen, wenn femer F(z) eine ideale Zahl in jz ist, so stellen 

<l>(a)F(z), ip,ia)F(z), .... ^,.,(a)F(z) 
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h nichtäquivalente Elatoen' dieser höheren Theorie dtt ; welche in gewissem 
Sinne als zusammengehörig zu betrachtet sind^ und eine Gruppe bfldeil» J6t 
FX^) eine nicht in dieser Gruppe enthaltene ideale Zahl^ so hat man aus 
ihr eine zweite Gruppe yon Klassen : 

welche weder unter sich, noch mit den Klassen der ersten Gruppe äquivalent 
sind. In dieser Weise fortfahrend kann man alle Klassen der idealen Zah- 
len in js in solche Gruppen von je h Klassen zusammenfassen , woraus bei^ 
läufig folgt, daüs die Klassenanzahl der idealen Zahlen in z durch die Klassen«* 
anzahl der idealen Zahlen in a theilbar ist. Diese Eintheilung in die Grup- 
pen wird bei einigen der zu erörternden Hauptfragen ihre Anwendung finden, 
in welchen der Unterschied der , einer und derselben Gruppe angehörenden 
Ellassen nur als ein unwesentlicher anzusehen sein wird. Aus diesem Grunde 
sollen nur diejenigen Klassen der idealen Zahlen in z, welche verschiedenen 
Gruppen angehören , wesentlich verschiedene Klassen benannt wer^ 
den. Nimmt man aus jeder Klasse eine einzige ideale Zahl, welche als 
Repräsentant der ganzen Klasse angesehen wird, so kann man dieselbe immer 
so wählen, dafs sie keinen wirklichen Faktor enthält, namentlich auch 
keinen wirklichen Faktor, welcher nur eine complexe Zahl in a ist, weil 
durch das Weglassen eines wirklichen Faktors an der Klasse , welcher eine 
ideale Zahl angehört, nichts geändert wird. Nimmt man femer aus jeder 
der Gruppen von h Klassen eine der idealen Zahlen , welche diese Klassen 
repräsentiren , als Repräsentant der Gruppe, so kann man dieselbe immer 
so wählen, dafs sie niemals alle A conjugirten idealen Primfaktoren irgend 
einer idealen Primzahl <f)(a) der niederen Theorie, tmd somit <p(a) selbst 
als Faktor enthält ; denn wenn man den idealen Faktor (f) (a) aus der idealen 
Zahl wegläfst , so erhält man eine ideale Zahl derselben Gruppe. Schliefst 
man, wie es bei gewissen Untersuchungen nützlich ist, diejenigen idealen 
Zahlen in z vollständig aus, welche ideale Faktoren (p (a) der niederen Theo- 
rie enthalten, so gehören alle nichtäquivalenten Klassen nothwendig auch 
verschiedenen Gruppen an , und geben darum nur alle diejenigen Klassen, 
welche wir als wesentlich verschiedene bezeichnet haben. Die Anzahl die^ 
ser ist gleich dem Atea Theüe der Anzahl aller nichtäquivalenten Klassen. 
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Die Eintheilxmg in die Gruppen ordnet sich der Eintheilimg in die 
Gattungen yoUständig unter, da alle Klassen einer und derselben Gruppe 
nothwendig auch einer und derselben Gattung angehören. Die Charaktere 
der idealen Zahlen ^(a), <p 1(^)9 ••• ^a.iC^)» welche hier als ideale Zahlen 
}n. z auftreten, sind nämlich alle gleich Null, weil die Normen dieser idealen 
Zahlen in Beziehung auf z nur die Xten Potenzen derselben sind, ihre Cha- 
raktere also alle gleich Null, so dafs durch das Hinzutreten derselben an den 
Charakteren einer idealen Zahl F{z) nichts geändertVird. 

Conjugirte ideale Zahlen gehören im Allgemeinen verschiedenen 
Klassen und verschiedenen Gruppen, aber stets nur einer und derselben 
Gattung an , weil die Charaktere nur von der Norm abhängen , welche für 
alle conjugirten dieselbe ist« Wenn aber von conjugirten 2iahlen zwei der- 
selben Klasse angehören , also äquivalent sind , so sind alle A conjugirten 
äquivalent ; denn wenn ^(is) eine ideale Zahl ist , welche einer ihrer conju-* 
girten ^(2^) äquivalent ist, so giebt es einen Multiplikator A^{z)^ für welchen 
'^{z)^{z) und ^{z)^(Zf^) beide zugleich wirklich sind; verwandelt man mm 
z iaz^y so sind auch yf/iZj^) fp{z^) und -^(.z^) (p{z^^) beide zugleich wirklich, 
woraus (p{z^) äquivalent mit ^(^8^^) geschlossen wird, und auf diese Weise 
weiter fortschliefsend sieht man, dafs alle conjugirten äquivalent sind. 

Eine ideale Zahl, welche die Eigenschaft hat, dafs sie ihren conju- 
girten äquivalent ist, soll eine ambige ideale Zahl genannt werden, und 
die Klasse, welcher sie angehört, eine ambige Klasse, ähnlich wie bei 
G aufs in der Theorie der quadratischen Formen, diejenige Klasse, welche 
eine ihrer entgegengesetzten , also conjugirten äquivalente Form enthält , als 
Classis anceps bezeichnet wird. In Betreff der Gruppen von je h Gliedern 
ist zu bemerken, dafs wenn eine Klasse einer Gruppe eine ambige ist, noth- 
wendig alle h Klassen derselben ambige sein müssen. 

Die Anzahl der ambigen Klassen, und namentlich der wesentlich ver- 
schiedenen, steht mit der Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen in 
einem sehr innigen Zusammenhange, welcher in dem Folgenden genauer 
erörtert werden wird. Für jetzt soll in dieser Beziehung nur der eine 
Hauptsatz bewiesen werden: 

(IV.) Die Anzahl aller wirklich vorhandenen Gattungen 
ist nicht gröfser, als die Anzahl aller wesentlich verschiede» 
nen, nicht äquivalenten ambigen Klassen. 
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Weniiy*(z) eine beliebige ideale Zahl ist, f{z^ ibre erste conjugirte, 
so giebt es immer eine ideale Zahl F{z) yon der Art, da£s F{z)f{z^) mit 
ßji) äquivalent ist, welches ich so ausdrücke : 

(14.) f{z) aeqv. F(z)f(z,). 

Untersucht man nun, unter welcher Bedingung zwei yerschiedene Klassen 
idealer Zahlen, welche durch f(z) und g(z) repräsentirt werden, in dieser 
Äquivalenz eine und dieselbe Klasse F{z) ergeben , indem man diese Äqui- 
valenz nut der folgenden : 

g(z) aeqv. F(z)g(z^) 

verbindet, so kann man die Klasse g(z) durch f(z) ^{z) ersetzen, wo ^r) 
stets so bestimmt werden kann , dafs g{z) äquivalent f{z) ip {z) ist , woraus 
sodann geschlossen wird , dafs auch die conjugirte Zahl g(z , ) der conjugir- 
ten f{z , ) <p{z^) äquivalent ist. Man hat daher : 

f{z) <f>(z) aeqv. F(z) f(z,) <p{z,) 

•• 
imd hieraus nach der Äquivalenz (14.): 

ip{z) aeqv. ^(«,), 

woraus folgt, dafs ip(z) eine Ambige sein mufs, und umgekehrt, wenn ip{z) 
eine Ambige ist, dalsj^C^) \mAf{z)fp{z) in der Äquivalenz (14.) dieselbe 
Klasse Fiz) ergeben. Also alle diejenigen verschiedenen Klassen f{z)y 
welche aus einer derselben entstehen, indem man dieselbe mit allen ambi- 
gen Klassen zusammensetzt, ergeben for F{z) eine und dieselbe Klasse, 
diejenigen aber, welche nicht auf diese Weise aus einer einzigen erzeugt 
werden können, ergeben verschiedene Klassen für F(z). Wenn man mm 
bei dieser Frage nur wesentlich verschiedene Klassen in Betracht zieht, 
und die Anzahl derselben mit ^ , die Anzahl der wesentlich verschiedenen 
Klassen aber mit 31 bezeichnet, so hat man die Anzahl aller wesentlich 
verschiedenen Klassen F(z)^ welche der Äquivalenz (14.) genügen, wenn 

für f(z) alle verschiedenen Klassen genommen werden, gleich S. 

Es gehört nun aber jede Klasse F{z)^ welche der Äquivalenz (14.) 
genügen kann, nothwendig der Hauptgattung an, deren Charaktere alle 
gleich Null sind; denn die Charaktere des Produkts F{z)f{z^) findet man, 
indem man die Charaktere von F{z) zu den entsprechenden yonf{z^)y die 



N 
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denen von f{z) gleich sind, addirt, nnd weil die Charaktere von F(z)f(z^) 
denen YonJ^(z), wegen der Ac[uivalenz beider idealen Zahlen, gleich sind, 
80 folgt, da& die Charaktere von F(z) alle gleich Null sein müssen. 

Die Hauptgattung enthält also nothwendig diese -^ wesentlich ver- 
schiedenen Klassen , wobei der Fall nicht ausgeschlossen ist , dafs sie aufser- 
dem auch noch andere enthalten könnte. Da aber alle wirklich yorhande- 
nen Gattungen gleich viele Klassen, und darum auch gleich viele der wesent- 
lich verschiedenen Klassen enthalten, so folgt, dafs jede der vorhandenen 

Gattungen mindestens -S- wesentlich verschiedene Klassen enthält, wo- 
durch der aufgestellte Satz bewiesen ist. 

§. 8. 

Die idealen ambigen Zahlen, insofern sie in gewissen 
wirklichen complexen Zahlen in z enthalten sind. 

Sei (p(z) eine ideale Ambige, und zwar eine solche, welche nicht 
alle A conjugirten idealen Primfaktoren einer Primzahl <p(a) der niederen 
Theorie und keinen complexen Primfaktor in a welcher in der Theorie der 
complexen Zahlen in z Primfaktor ist , also überhaupt keinen idealen oder 
wirklichen Faktor dieser niederen Theorie enthält. Sei femer -^(z) ein 
idealer Multiplikator, welcher mit ^{z) tmd der conjugirten <f>{z^) zusam- 
mengesetzt, wirkliche complexe Zahlen ergiebt, so dafs 

G(z) == •v^(z)^(z) und G, (z) — yl^(z) <p(z,) 

wirkliche complexe Zahlen sind. Da G(z) und G{z^)j lediglich durch 
die idealen Faktoren bestimmt sind, welche sie enthalten, so können sie 
beliebig mit Einheiten in z behaftet angenommen werden, diese können 
aber stets so gewählt werden, dafs die Normen der Zahlen G(z) und 
G^(z) einander gleich werden. Die Normen NG{z) und NG^{z) sind näm- 
lich erstens genau aus denselben idealen Faktoren in z zusammengesetzt, 
und können sich daher nur durch eine Einheit in z unterscheiden , sie sind 
zweitens complexe Zahlen der niederen Theorie in a, darum kann diese 
Einheit , diurch welche sie sich unterscheiden , nur eine Einheit E(a) sein, 
und man hat 

Math. Ahh. der K. Ak. d. FTiss. 1859* Nr. 2. H 



74 

NG(z) = E{a) NG, (z). 

Die Normen aller wirklichen complexen Zahlen in z sind aber, nach dem 
Modul A y nichtcomplexen ganzen Zahlen congruent , es mufs also auch die 
Einheit E(a) einer nichtcomplexen Zahl congruent sein , nach dem Modul 
A, also in Folge des im §• 7. citirten Satzes, mu£s sie eine Ate Potenz einer 
Einheit sein , also : 

E(a) = e(a)'' . 

Nimmt man £(a) G(z) anstatt G(z)y wozu man berechtigt ist, weil die Wahl 
der G(z) und G^(z) behaftenden Einheiten völlig frei ist, so hat man: 

(1.) NG(z) = NG,(z). 

Wenn nun G(z) und G^(z) so gewählt sind, da£s sie dieser Bedingung 
genügen, so setze ich 

(«•) li- = -Et-)- 

Aus dieser gebrochenen complexen Zahl E(z)^ deren Norm gleich Eins ist, 
bilde ich einen der Ausdrücke, deren Theorie ich in Grelle's Journal, 
Bd. 50, pag. 212 behandelt habe, nämlich 

P(E(z)) = 1 + E(z) + E(z)E(z,) + E(z)E(z,)E(z^) + .. 
^^•^ '^E(z)E(z,)...E(z,_,). 



••• 



Dieser Ausdruck , welcher selbst eine wirkliche gebrochene complexe Zahl 
in is ist , kann , wenn die Wurzeln z , aus den Nennern der Brüche entfernt 
werden , in folgende Form gesetzt werden : 

(4.) P£(^)=^m, 

WO A und B wirkliche complexe Zahlen in a sind , und ^(z) eine wirkliche 
ganze complexe 2jahl in z* Vermöge der ersten allgemeinen Grundeigen- 
schaft des mit PE(z) bezeichneten Ausdrucks, nämlich 

E(z)P{E(z,)) ^P(E{z)), 

hat man nun, wenn man die Form (4.) einsetzt, und -^ als gemeinschaft* 
liehen Faktor wegläfst : 

E(z)f(z,) =fiz), 
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oder, wenn für E(z) sein Werth bei (2.) zurückgesetzt, und mit G^(z) mul- 
tiplicirt wird : 

(5.) G(z)f(z,) = G,(z)f(z). 

Es ist hier zu bemerken, dafs der weggehobene gemeinschaftliche 

Faktor -g- unter Umständen gleich Null sein kann , und dafs dadurch diese 

Gleichungen illusorisch werden können, nämlich wenn PE(z) gleich Null 
ist. In diesem Falle kann man aber anstatt der Einheit E(z) die Einheit 
a*E(z) nehmen und die Zahl k so bestimmen, dafs P(a*E{z)) nicht gleich 
Null ist. Dafs unter den A Werthen dieses Ausdrucks für ä = , 1 , 2, 
... A <— 1 , wenigstens einer nicht gleich Null ist, folgt unmittelbar daraus, 
dafs die Summe derselben gleich A ist. Dieselbe Bemerkung ist ebenso auf 
alle Anwendungen zu beziehen , welche in dem Folgenden von diesen aus 
Einheiten zusammengesetzten Ausdrücken gemacht werden mögen. 

Die ideale Ambige ip(z) hat die Eigenschaft, dafs ihre hXte Potenz 
wirklich ist , wenn h die ELlassenanzahl der idealen complexen Zahlen in a 
bezeichnet; denn weil die Ambige allen ihren conjugirten äquivalent ist, 
so hat man : 

Nipiz) aeqv. ^(ä)^ 

und wenn zur Äten Potenz erhoben wird, so wird (NF(z)y wirklich, weü 
Nip (z) nur eine complexe ideale Zahl in a ist, deren h te Potenz nothwendig 
wirklich ist; es ist also auch ^(iz/ ^ wirklich. Setzt man nun 

wo i(z) und ¥(z) wirklich sind, so hat man: 

Gizy =*(z) *{z)z(z) 
GXzy'=n^)*{z,)B,{z) 

und darum giebt die Gleichung (5.) zur ÄAten Potenz erhoben, wenn der 
gemeinschaftliche wirkliche Faktor Y(2;) hinweggehoben, und der Quotient 
der beiden Einheiten €(z) und €^(z) durch e{z) bezeichnet wird: 

(6.) e(z)*iz)f(z,y'^9(z,)f(zy\ 

Die Einheit e (z) ist hier eine ganze Einheit , und zwar eine solche , deren 
Norm gleich Eins ist. Man hat nun : 

H2 
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wenn dieser Zähler der Einfachheit wegen durch F(z) bezeichnet wird , und 
demnach aus der Gleichung (6.) : 

(8.) e(z)F(z,)=.F(z). 

Die complexe Zahl F(z) , welche dieser Gleichung (8.) genügt , hat 
die Eigenschaft, dafs sie zu jedem idealen Primfaktor, welchen sie enthält, 
auch alle seine conjugirten enthalten mufs. Ist nämlich p (z) ein in F{z) 
enthaltener idealer Primfaktor, so mufs vermöge der Gleichung (8.) der- 
selbe auch in F{z^) enthalten sein, und wenn z in z^_^ , z, in z, u. s. w. 
yerwandelt wird, wodurch F{z^) in F(z) übergeht, so folgt, dafs F(z) auch 
den Primfaktor p(js^.,) enthalten mufs. Hieraus folgt weiter, vermöge der 
Gleichung (8.), dafs auch F(z^) den Primfaktor p{z^^^) enthalten mufs, 
und wenn wieder z in «^_, verwandelt wird, dafs F{z) den Faktor p{z^^^ 
enthalten mufs. So fortschliefsend findet man , dafs F{z) alle A conjugir- 
ten idealen Primfaktoren , und folglich die complexe Primzahl p (a) der nie-* 
deren Theorie enthalten mufs, zu welcher sich dieselben zusammensetzen. 
Da dasselbe für alle definirten idealen Primfaktoren gilt, so folgt, dafs F{z) 
sich in zwei Faktoren zerlegen läfst , deren einer nur eine complexe Zahl in 
a ist , der andere aber eine complexe Zahl in z^ welche die Eigenschaft hat, 
keinen der definirten idealen Primfaktoren zu enthalten. Der erste dieser 
Faktoren könnte auch eine ideale Zahl in a sein, um ihn also gewifs zu 
einem wirklichen zu machen, erhebe ich F{z) zur Aten Potenz, weü hier- 
durch, wenn h die Elassenanzahl der idealen Zahlen in a ist , der erste Fak- 
tor wirklich wird, so mufs der zweite auch wirklich werden, und es wird : 

(9.) F{zy = C^{z) , 

wo C eine wirkliche complexe Zahl in a ist, und A(jz) eine wirkliche com- 
plexe Zahl in z , welche keinen der definirten idealen Primfaktoren enthält, 
deren Norm also lediglich aus den Faktoren der Determinante D{(i) und 
einer Potenz von q bestehen kann. 

Ich erhebe nun die Gleichung (7.) zur Aten Potenz, und setze den 
gefundenen Werth des F {zy ein, so wird : 
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Es sei nun p (z) ein idealer Primfaktor von ^ (z) , also auch ron $ (z) , so 
enthält N^{z) alle seine conjugirten, welche zusammen den Primfaktor p(a) 
der niederen Theorie bilden. $ {zy im Zähler , enthält (nach der Voraus- 
setzung, dals ^{z) nicht einen idealen Faktor in a enthalten soll,) nicht alle 
conjugirten idealen Primfaktoren zu p{z)^ A (z) enthält keinen derselben, 
also mufs C einen oder einige derselben enthalten, weil alle diese Faktoren 
des Nenners gegen die des Zählers sich hinwegheben müssen. C aber, als 
complexe Zahl in a, kann nicht ideale Primfaktoren in z enthalten, ohne 
dals sie alle conjugirten zugleich, tmd folglich p(a) enthält. Der Faktor 
p(a) des Nenners (Ni(z)y hebt sich also vollständig gegen den Faktor C 
des Zählers hinweg , und weil dasselbe für alle Faktoren des Nenners gilt, 
so folgt , dafs C durch (IVi (z)y theilbar ist. Bezeichnet man diesen Quo- 
tienten mit JST, so hat man : 

(11.) f(zf^ = KA(z)*(zy 

und wenn durch ^ (jb)* *■ ^ ♦ (z)* dividirt wird : 

(12.) (^)*'^ = js:a(z). 

Hieraus folgt , dafs f(z) alle idealen Primfaktoren des (f> (z) enthalten mufs, 
und femer, dafs zu jedem idealen Primfaktor in z, welchen es ausserdem 
enthalten könnte , alle conjugirten in f{z) enthalten sein müssen , welche 
sich zu einer complexen Zahl in a zusammensetzen. Verbindet man diese 
complexe Zahl in a mit der Ambigen ^ (z) , wodurch dieselbe in eine andere, 
derselben Gruppe angehörende , also nicht wesentlich verschiedene Ambige 
übergeht, so läfst sich das gefimdene Resultat so aussprechen : 

(I.) Jede ideale Ambige (f>(z)y wenn sie von den Fakto- 
ren, welche sich zu idealen oder wirklichen complexen Zahlen 
in a zusammensetzen, befreit angenommen wird, ist in einer 
wirklichen complexen Zahl f(z) so enthalten, dafs diese wirk- 
liche Zahl f{z) die ideale Ambige (f>{z)^ aber ausserdem kei- 
nen der definirten idealen Primfaktoren weiter enthält. 

Wenn alle in einer wirklichen complexen Zahl J^(z) enthaltenen, idea- 
len Primfaktoren zusammen eine Ambige <p (z) ausmachen , so soll von der 
Zahl y*(z) ausgesagt werden: sie enthält die Ambige (p{z)» 
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Wenn nimf(z)Aie Ambige ip(z) enthält, so ist 

(13.) Nf(z) = £i{a).N<f>(z), 

uüd es enthält A(a) keine anderen Primfaktoren in a, als die in der Deter- 
minante D{a) enthaltenen, und ausserdem eine Potenz yon ^. 

Es sollen nun die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen da- 
für gefunden werden, dafs eine wirkliche complexe Zahl in z eine ideale 
Ambige enthalte. Es sei also (f> (z) eine ideale Ambige, welche in der wirk- 
lichen Zahl /"(ä) enthalten ist, so ist der Complex aller in f{zf^^* f{z^) 
enthaltenen idealen Faktoren gleich (p{zy ^"^ ^(^j)j welches, wegen der Be- 
dingung <l>{z) aeqy. <p{z^)^ mit <p{zf ^, also mit einer wirklichen complexen 
Zahl äquivalent, und darum selbst wirklich ist. Setzt man nun der Kürze 
wegen : 

(14.) <p{zf^'' ip{z,) = *(z), 

so hat man : 

(15.) /(^y '/(«.) = A(«)*(«), 

WO £^{z) und i{z) zwei wirkliche complexe Zahlen sind, deren erste keinen 
idealen Primfaktor in z enthält, und darum in ihrer Norm nur die in §D{a) 
enthaltenen Primfaktoren haben kann, yon denen dagegen die zweite nur 
aus idealen Primfaktoren in z zusammengesetzt, also ihre Norm zu ^D{a) 
relative Primzahl ist. umgekehrt, wenn der Complex aller i£if{zy ^"^ /(^t) 
enthaltenen idealen Primfaktoren eine wirkliche complexe Zahl in z ist, und 
(l>{z) stellt den Complex aller in ^(z) enthaltenen idealen Primfaktoren dar, 
so ist (p(zy ^~* <f>{^i) wirklich, und hieraus folgt, dais (p{z) äquivalent <piz^)y 
also eine Ambige ist. Man hat daher folgenden Satz : 

(ü.) Wenn die wirkliche complexe Zahl ^(is) eine Ambige 
enthält, so läfst sich f{zy^''^f{z^) in zwei wirkliche Faktoren 
zerlegen, welche so beschaffen sind, dafs die Norm des einen 
nur die Primfaktoren von ^D{a)^ die Norm des andern dage- 
gien keinen dieser Primfaktoren enthält, und umgekehrt: wenn 
diese complexe Zahl eine solche Zerlegung in zwei Faktoren 
gestattet, so enthält y*(z) eine Ambige. 

Man kann die Bedingung dafür , dafs f{z) eine Ambige enthält, auch 
noch auf eine etwas einfachere und zweckmäüsigere Weise ausdrücken. D^ 



79 

die A Ate Potenz einer jeden Ambigen wUich wird, so folgt, daüs yreaxif{z) 
eiae Ambige ip (z) enthält , /{^y ^ sich in zwei wirkliche Faktoren zerlegen 
lälst, deren einer keinen der idealen Primfaktoren, der andere nur ideale 
Primfaktoren enthält, also : 

(16.) /(«)-= rf(z) . ir(z) 

WO '9f(2) = ^(^y ^ ist, und Nd{z) keine anderen Primfaktoren, als ^ imd 
die Primfaktoren der Determinante enthält. Diese Gleichung mit (15.) yer- 
bunden giebt : 

(17.) *(^)/(«.) = -^ *(^)/(*). 

Nimmt man auf beiden Seiten die Norm, und diyidirt durch Nf{a)y so 
hat man: 

(18.) m{z) ^ i\r(4g-) m{z). 



Normen von '9 {z) und $ {z) sind aber vollständig aus denselben idealen 
Faktoren zusammengesetzt j können sich also nur durch eine Einheit anter- 
scheiden, welche eine Einheit in a sein mufis; dieselbe mufs auch einer 
üichtcomplexen Zahl congruent sein, nach dem Modul A, weil die Normen 
der wirklichen Zahlen ¥(z) und ^{z) diese Eigenschaft haben, und hieraus 
wird geschlossen, daüs diese Einheit nur eine Ate Potenz sein kann. Man 
hat daher 

und folglich : 

(20.) Ifi-;^) = 1. 

Bezeichnet man diese gebrochene complexe Zahl , deren Norm gleich Eins 
ist, mit e (z), und bildet den Ausdruck : 

(21.) Pe(Ä)= 1 ^e{z)^e{z)e{z,)+ ... '^e{z)e{z^) ... e(«x-J, 

welcher selbst eine gebrochene Zahl in z ist, und darum in die Form 

(22.) P,(z) = ^l|(f) 

gesetzt werden kann , so hat man vermöge der Grundeigenschaft dieses Aus- 
drucks, nach welcher 
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e{z)Pe{z,) = Pe{z)' 
isti die Gleichung : 
(23.) A(z) *(z,) = e{a) d{z) *(a). 

Aus dieser Gleichung wird nun leicht gefolgert, dals wenn i{z) irgend einen 
idealen Primfaktor in z enthält , es zugleich auch alle seine conjugirten ent- 
halten mufs, welche sich zu einem Primfaktor in a zusammensetzen. Wenn 
nämlich p{z) ein idealer Primfaktor des i{z) ist, so muls ^{z^) denselben 
eben&Us enthalten, weil A {z) überhaupt keinen idealen Primfaktor in z ent- 
hält. Weü nun ^{z^) den Primfaktor p{z) enthält, so folgt, daCs ^{z) auch 
den Primfaktor p{z_^) enthalten mufs , denselben mufs darum auch wieder 
^(z,) enthalten, und folglich i{z) auch den Primfaktor p(z_,) u. s. w. Setzt 
man nun den Werth des A(jz) aus (23.) in (17.) ein, so hat man : 

(24.) *(«)/(*.) *(«.) = e(a) i{z)f{z) *(z). 

Man kann nun i{z) , welches keine anderen idealen Faktoren in z enthält, 
als welche sich zu Faktoren der niederen Theorie in a zusammensetzen, mit 
f{z) yerbinden, ohne dafs dadurch die inf{z) enthaltene Ambige wesentlich 
geändert wird. Schreibt man also einfach y*(2) statt y(iz) ^(is), so hat man: 

und wenn mit *(^t) ^(^f) •••• '*(^x-i) multiplicirt wird: 

m{^)f{z,) = e{a)*{z)'9{z,)lE{z,) ... nz,_,)f{z), 
welche Gleichung in der einfacheren Form 
(25.) L{a)f{z,) = M(z)f(z) 

dargestellt werden kann, wo M{z) eine wirkliche complexe 2^ahl in z ist, 
deren Nonn ebenfalls keinen gemeinschaftlichen Faktor mit ^ D (a) hat, und 
L{a) eine complexe Zahl in a, deren Ate Potenz die Norm yon M(z) ist. 

Dieser einfachen Gleichung (25.) also müssen alle wirklichen com- 
plexen 2jahlen f{z) genügen , welche Ambigen enthalten , und umgekehrt, 
jede wirkliche Zahl f{z) , welche einer solchen Gleichung genügt , enthält 
eine Ambige, wie man sogleich sieht, wenn man mity*(z^^'~*) multiplicirt, 
wodurch man auf die Bedingung des Satzes (11.) zurückkommt. Diejenigen 
Ambigen , welche sich nur durch ideale oder wirkliche Faktoren der niede- 
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ren Theorie unterscheiden , smd dabei nur als eine und dieselbe gerechnet. 
Man hat also folgenden Satz : 

Wenn eine wirkliche complexe Zahl f(z) einer Gleichung 

L(a)f(z,) = M(z)f(z) 

genügt, in welcher jC(a) eine wirkliche complexe Zahl in a ist, 
die mit ^jD(a) keinen gemeinschaftlichen Faktor hat, M{z) eine 
wirkliche complexe Zahl in Zy deren Norm keinen gemein- 
schaftlichen Faktor mit ^D{a) hat, so enthält y*(z) eine Ambige. 
Umgekehrt: vrenn f^{z) eine Ambige enthält, so genügt es stets 
einer solchen Gleichung. 

§. 9. 

Darstellung der ambigen idealen Zahlen in 2, als wirkliche 

complexe Zahlen in u, u^, u^ •... 

Die wirkliche complexe 2^hl f(z) , welche eine ideale Ambige ent- 
halten soll, soll nun als eine complexe Zahl in iv dargestellt werden. In 
dieser Form einer ganzen rationalen Funktion von w^ des Grades A — 1 , tritt, 
wenn die Norm von f(z) durch ^ theilbar ist, eine Potenz von ^ als gemein- 
schaftlicher Faktor aUer Glieder heraus , auch wenn f(z) in der Form einer 
linearen Funktion der Wurzeln z^ z^^ ... z^_^ den Faktor^ nicht enthält. 
Man hat also : 

und demgemäfs auch 

und wenn diese Ausdrücke in die im Satz (IH.) des vorigen Paragraphen 
gegebene Gleichung eingesetzt, imd der Faktor ^' gehoben wird: 

(1.) L{a)f{wa) = M{z)f{w). 

Diese Gleichung kann nun anstatt der obigen als diejenige benutzt werden, 
welche alle idealen Ambigen gewährt , nämlich als in denjenigen wirklichen 
complexen Zahlen y((v) enthalten, die dieser Gleichung genügen; denn die 
complexe Zahl f{w) enthält genau dieselben idealen Primfaktoren , als f{z\ 
von welcher sie sich nur durch einen Faktor q' unterscheidet. 

Math. Abh, der K. Ak. d. ffiss. 1859. Nr. 2. I 
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In den folgenden Untersuchungen ist es nun Tortheilhaft die Deter- 
minante D (d) f welche der Theorie der complexen Zahlen in a^ und in is zu 
Grunde gelegt ist , einer neuen Beschränkung zu unterwerfen , welche darin 
hestebt, dafs (1 —D(a)) durch ^ theilbar sein soll, aber nicht durch 
^'. Diese Annahme über die Determinante soll hier, so wie in dem Fol- 
genden überall gemacht werden. 

Es sei nun 

y((i7) s= ^ -f- A^w -f- A^ii^^ + .... -f- A^^^iv^"* , 

sei femer M(z) , in die Form einer complexen Zahl in w gesetzt : 

M(z) = B + B,w 4- B,(v" + .... -1- B^^y'\ 

Setzt man nun 

M{z)f{w) = C -f- C,w -1- C,fv* -i- .... + C^^y^' , 

so hat man durch Ausführung der Multiplikation far die A Coefi&cienten C, 
C,, (7, ... Cj^., ebensoviele Gleichungen, welche durch die eine 

C, = A,B + A,^,B, -f- ... + AB, + 
^^'^ ^' (-4,..B,,. + ... -l- A,^ß,_,) , 

für Ä: = 0, 1, 2, ... X — 1 , repräsentirt werden. Die Gleichung (1.) giebt 
daher unter den Coefficienten von M(z) und f(w) ein System von A Glei- 
chungen, welches durch die folgende repräsentirt wird : 

A,{B — a'Lia))^A,_,B, + ... + AB, + 
(3-) ^- (^x-,^.^. + ... + A.ß.-d = 0, 

fürÄ: = 0, 1, 2, ... A— 1. 

Ich mache nun aus diesem Sjsteme von A Gleichungen ein System 
von Congruenzen, nach dem Modul f*. Die Coefficienten jB, jB, , jB, , ... 
jBj^_, , als Coefficienten einer complexen Zahl in w^ welche zugleich eine 
ganze complexe Zahl in z ist, müssen dem Systeme der Congruenzen (7.) 
§.2. genügen, aus welchem unmittelbar folgt , erstens, dafs alle, mit Aus- 
schlufs des ersten , durch ^ theilbar sein müssen , und zweitens , da£s alle, 
mit Ausschlufs des ersten , unter einander congruent sein müssen , nach dem 
Modul ^'. Die Gleichung (3.) giebt daher zunächst für den Modul q die 
Gongruenz : 

(4.) A, (B— a* i(a)) = 0, mod. 5, 
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für Ä = 0, 1, 2 , ... A— 1 , und weil A^ nicht für alle Werthe des k durch ^ 
theilbar sein soll, so folgt hieraus, daüs 

(5.) B^ L(a)f mod. ^ , 

sein mufs. Femer giebt die Gleichung (3.) nach dem Modul ^*, weil 

ß, = J5, = JSj .... = J5;^_| y mod. 0* 

ist, die Gongruenz: 

ß, (^*-, + ^^,2 + hA + A^^, + ... + At^,)y mod. f% 

welche, wenn zum zweiten Theile B^A^ addirt, und dasselbe vom ersten 
Theile subtrahirt wird, auch so dargestellt werden kann : 

A, {B — a* Z(a) - B,) + B,{A + A, + ... + A^^,) = 0, mod. f. 

Setzt man nun, da B—L(a) und B^ beide durch ^ theilbar sind: 

ß — i(a) = c^, -B, =5^, mod. ^', 
und beachtet, dafs w^ — i durch ^ theilbar, und 

a* = 1 — Ä:j, mod. j*, 
ist, so hat man , wenn der gemeinschaftliche Faktor ^ hinweggehoben wird : 
(6.) A^ (kB -f- c — 6) + i (-4 + ^, + ... + -^x.,) = 0, mod. j. 
Ich setze nun erstens den Fall, es sei 

A + A^ + -4, + ... + -^x-i = ö, mod. q , 
so wäre auch : 
(7.) A, (kB + c — 6) = 0, mod. ^ , 

für Ä:=0, 1, 2, ... A— 1 ; weil nun B nicht durch ^ theilbar ist, so kann die 
Gongruenz ArB+c — 5 = 0, mod. ^, nur für einen Werth des k Statt haben, 
für alle übrigen Werthe des k müsste also A^^ durch ^ theilbar sein, und es 
müsste, weil die Summe aller Goef&cienten ^, A^y ... AJ^_^ durch ^ theilbar 
angenommen worden ist , sogar auch dieser eine Goefficient durch ^ theilbar 
sein , also alle GoefiQcienten des /^(w) müssten einzeln durch ^ theilbar sein , 
welches nicht Statt hat, weil bei der Yerwandlimg der complexen Zahiy*(2) in 
/"(w) aus letzterer ^'^ , als höchste Potenz von ^, welche sie enthalten kann, 
herausgehoben worden ist. Es folgt hieraus, da& in einer 2jahiy((i^), wel- 

12 
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che der Gleichung (1.) genügt, die Summe ihrer Coefficienten nicht durch 
^ theilbar sein kann. 
Die Congruenz 

-/i + -^, + ^g + .••• + -^x-i — Ö| mod. A, . 

enthält aber genau die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, daüs 
die Norm von y(fv) durch ^ theilbar sei. Entwickelt man nämlich diese 
Norm y als Produkt der A conjugirten Faktoren , und lä£st alle Vielfachen 
von A weg , so erhält man : 

(8.) iV/(^) = A^ + A\w^ + A\w*^ + .... + A\^y^''''\ mod. A; 

da nun ^^ = 1, mod. ^, und da die Ate Potenz einer jeden complexen Zahl 
in a dieser einfachen complexen Zahl congruent ist , nach dem Modul ^ , so 
erhält man : 

(9.) Nf(w) = A + A^ + Ag + .... + A^_^ , mod. j. 

Da man also anstatt der Bedingung , dafs die Summe der GoefEcienten von 
y^fv) nicht durch ^ theilbar sei , die setzen kann , dafs die Norm von jTCh^) 
nicht durch ^ theilbar sei , so hat man folgenden Satz : 

(I.) Eine wirkliche complexe Zahl/^K^), deren Norm durch 
^ theilbar ist, ohne dafsy*(fv) selbst durch ^ theilbar ist, kann 
niemals eine Ambige enthalten. 

Nimmt man nun zweitens in der Congruenz (6.) 

A -^ A^ + -/ig + ... + A^_^ nicht = 0, mod. j, 
und bemerkt , dafs für einen bestimmten der A Werthe des A: = , 1,2, 

.... A — 1 

(10.) Ä:B + c — i = 0, mod. f, 

sein mufs, so hat man aus der Congruenz (6.) nothwendig 6 = 0, mod. ^, 
und hieraus folgt weiter, dafs u4^ , für alle Werthe des ä = 0, 1,2, ... A— 1, 
mit Ausschlufs des einen Werthes des Xr, welcher AtjB + c — & = 0, mod. ^, 
giebt, durch ^ theilbar sein mufs. Man hat daher folgenden Satz : 

(n.) Wenn die wirkliche complexe Zahl f(w) eine Am- 
bige enthält, so müssen alle Coefficienten derselben, mit Aus- 
schlufs eines einzigen, durch q theilbar sein* 

Es sollen nun die in der Determinante D (a) enthaltenen rerschiede- 
nen Primfaktoren in a in Betracht gezogen werden, welche mit /"(a), /"«(a). 
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f^{a) ••• bezeichnet werden sollen, so daüs die Determinante, in ilire 
faktoren zerlegt, folgenden Ausdruck hat : 

<11.) D (a) = Eia)f(arfAar^ f^ia)^^ -• . 

in welchem E{a) eine Einheit bezeichnet. Es soll auch angenommen wer- 
den, dafs in diesem Ausdrucke die Faktoren y(a)'" , f^ipt)^* u. s. w. nur 
wirkliche complexe Zahlen in a sind, dxirch welche Annahme die Prim- 
faktoren f{o)i fxi9)y •••• keiner einscliränkenden Bedingung imterworfen 
werden, sondern lediglich die Exponenten m, m,, ••«. , da derselben z. B. 
immer dadurch genügt werden kann , dafs für alle diese Exponenten belie- 
bige Vielfache der Klassenanzahl k genommen werden« 

Macht man nun aus dem Systeme der A Gleichungen bei (6.) ein Sy- 
stem von Gongruenzen , nach dem Modul /*(«)*, indem bemerkt, dafs ii^^ 
nach diesem Modul congruent Null ist, so hat man : 

(12.) A, (B — a* Z(a)) + A,,,B, + ... + AB, = 0, mod./(a)-, 

furÄ = 0, 1, 2, ... A— 1. 

Wenn mm angenommen wird, dafs von den GoefßcienteA desj^C^i^) 
die ersten n durch y*(a) theilbar sind, der (7i-|-l)te aber nicht theilbar, 
welches den Fall n = 0, wo der erste GoefGicient A durch y*(a) nicht theil- 
bar ist, nicht ausschliefsen soll, so giebt die Gongruenz (12.), för ä: = n, 
weil Af A^f ... A^^^ congruent Null sind: 

(13.) A, (B — oT L(a)) = 0, mod f{a) , 

und weil A^ nicht durch f(a) theilbar ist : 

B - a- L{a) = 0, mod./(a). 

Es kann aber B — a^ •^(^) ^^^ ^ diesen einen Werth h^zn durch f{a) 
theilbar sein, denn hätte man zugleich 

B — aT L(a) = , und Ä — a'L{a) = 0, 

so würde daraus folgen : 

(a- -• a')L{a) = 0, mod./(a), 

und hieraus : 

i (a) = 0, mod. /"(a) , 
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welches unmöglich ist, weil ü(a) keinen Faktor der Determinante enthält. 
Die Gongruenz (12.) giebt nun für A: = 0, 1, 2, ••• n — 1, 

/i(ß-F(a)) = 0, 
A,(B — aF(a))'hAB, =0, 
(13.) A,{B^a'F(a)) + Aß, +AB, = 0, mod./(a)-. 

k-.{B'^a-'F(a))+A,^,B,+...+AB^,, =0. 

Da jB — F(a) nicht durch y*(a) theilbar ist , so folgt aus der ersten dieser 
Congruenzen, dafs A den Faktor /"(a)" enthalten mufs. Hieraus, und weil 
auch B — aF{a) nicht durch y*(a) theilbar ist, ergiebt die zweite Gongruenz, 
dafs A^ durch y*(a)'" theilbar sein mufs, und so fortschlieüsend erhält man: 

-4 = 0, -4j = 0, .... A^_^ = 0, mod.y(a)*. 

Also wenn die ersten n Goefficienten durch ^(a) theilbar sind, so müssen sie 
auch durch y(a)" theilbar sein, und dieses för den einen Faktor der Deter- 
minante bewiesene Resultat gilt nothwendig eben so für alle anderen. 
Ich setze nun: 

e{a)e,{a)e^(a) ... —E{a)y 

so ist: 

D(a) :=zü^ •u\ •u\ .... 

also : 

w =:iUU^ Ug .... 

Wenn nun die ersten n Goefficienten des f(^) durch y"(a), also auch durch 
/(a)* , oder was dasselbe ist, durch u^ theilbar sind, femer die ersten 7»^ 

Goefficienten theilbar durch /,(a), also auch durch /, (a)'" « , oder u]y u.s.w. 
imd man setzt i^ i^, u^ ... statt fv, so hebt sich aus/(^) der Faktor u', eben- 
so der Faktor u^'^* u. s. w. heraus, und man hat: 

(15.) /(w) ^u u, u^ .../(w, u,, u^ ...), 

wo fijiy u^y u^ ...) eine aus den Irrationalitäten u, u^, u^ ... gebildete com- 
plexe Zahl von folgender Form ist : 
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\k^n\ \k^n,\ \k^n,\ 
(16.) /(W, l/,, M, ...) = Xj,Aj, U U, W, 

wenn allgemein |c| den kleinsten, nicht negativen Rest der Zahl c, nach 
dem Modul A, bezeichnet. Die Bedingung, dafs in dem Ausdrucke Aesf{w) 
der Coefficient A^ der erste nicht durch y(a) theilbare, der Coeffiicient A^ 

der erste nicht durch/", (a) theilbare , u. s. w. sein soll , ergiebt für diesen 

Ausdruck der complexen Zahl /(m, w,, u^ ...), dafs auch ^„ nicht durch 

/(ol)^ A^ nicht durch y,(a), A^ nicht durch y2(a) u. s. w. theilbar sein darf. 

Die z\if(Uj w,, w, , ...) conjugirten complexen Zahlen erhält man, 
wenn man nur einer einzigen der Wurzelgröfsen w, m,, w^j ••• ^^ A Werthe 
giebt. Die Norm yon f(Uy w, , u^ ...), als Produkt dieser A conjugirten, 
ist alsdann eine, von den Irrationalitäten w, m,, u^ ... vollständig freie, com- 
plexe Zahl in a. Vermöge der Bedingungen, dafs A^ nicht durch y(a), A^^ 

nicht durch y,(a) u. s. w. theilbar ist, kann diese Norm Yonf(u, i^,, u^ ...) 
keinen der Prinifaktoren y(a), f^{a)y f^(a) ... enthalten, um diefs zu be- 
weisen, bemerke ich, dafs in dem Ausdrucke (16.) das nte Glied, welches 

i*''*""'',also nur u^ enthält, das einzige Glied ist, welches z^ nicht enthält, 
und dafs demgemäfs in der Norm Yon f(u^ w,, u^ ...), in welcher m selbst 
nicht mehr vorkommt,, sondern nur noch i/^, die Ate Potenz dieses nten 
Gliedes das einzige Glied sein mufs, welches u^ nicht enthält, dafs also : 

Nf(Uy i/^, u^ ...) ^ A\ u^ u^ ... mod. w^, 

und weil u4,, u\^ u\^ ... den Faktor ^(a) nicht enthalten, dafs diese Norm 
den Faktor f{a) nicht enthält. In derselben Weise wird gezeigt , dafs sie 
auch keinen der übrigen Faktoren der Determinante enthalten kann. 

Da mm zuerst im §. 8. gezeigt worden ist, dafs jede ideale Ambige in 
einer wirklichen Zahl f{z) als Complex aller idealen Primfaktoren enthalten 
ist , so dafs die Norm dieser Zahl f{z) aufser der Norm der in ihr enthalte- 
nen Ambigen nur noch die Primfaktoren der Determinante und eine Potenz 
von ^ enthalten kann ; da femer in dem gegenwärtigen Paragraphen gezeigt 
worden ist , dafs , wenn diese , die Ambige enthaltende Zahl f{z) als com- 
plexe Zahl in w dargestellt , und von einer Potenz von ^ , welche in dieser 
Form als gemeinschaftlicher Faktor aller ihrer Coefificienten heraustreten 
kann, befreit wird , aus derselben eine complexe Zahl f{w) entsteht , deren 
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Norm nicht mehr ^ enthält ; da endlich gezeigt worden ist , dafs diese die 
Ambige enthaltende Zahiy*Cfv) durch Einfuhrung der Wurzeln Uf u^y u^ •••, 
und nachdem die Potenzen von u^ u^y u^j •••, welche dabei als gemeinschaft- 
liche Faktoren aller Glieder heraustreten , entfernt werden , eine wirkliche 
complexe Zahl y*(E^, u^y u^y ..«) ergiebt, deren Norm keinen Faktor der 
Determinante weiter enthält: so folgt, dafe f{Uy m,, w, ...) die m f{z) 
enthaltene Ambige nicht nur ebenfalls enthält, sondern dafs sie als diese Am- 
bige selbst angesehen werden mufs, welche somit als ideale Zahl in is, in der 
Theorie der complexen Zahlen in £^, u^y u^ ... als wirkliche compleze Zahl 
dargestellt werden kann. Also : 

(in.) Jede ideale Ambige in z läfst sich als eine wirk- 
liche complexe Zahl von der Form f{Uy u^y u^ ..•) darstellen, 
welche so beschaffen ist, dafs sie durch Multiplikation mit 

u u^ * u^ ^ ..., wenn die Exponenten n, 7i, , n^ ... passend be- 
stimmt werden, in eine complexe Zahl in w übergeht. 

§. 10. 

Untersuchung aller wirklichen complexen Zahlen in Uy u,, u^y ..., 
welche ideale ambige Zahlen in z darstellen. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Sätze gewähren 
die Mittel, alle idealen Ambigen in der Theorie der complexen Zahlen in z 
zn finden, und zwar in der Form von wirklichen complexen Zahlen, welche 
aus den Wurzeln u, i^,, u^ ... gebildet sind. Als den einfachsten Weg zu 
diesem Ziele zu gelangen , wähle ich den , zunächst alle wirklichen Zahlen 
/(w) zu finden, welche einer Gleichung von der Form (1 .) §. 9 : 

(1.) L(a)/(a^a) = M(z)/(w) 

genügen , in welcher Gleichimg vorläufig in L (a) und in NM(z) die Fak- 
toren der Determinante /(a),/,(a), ... zugelassen werden sollen, der Fak- 
tor ^ aber ausgeschlossen sein soll. Diese Aufgabe lä£st sich folgender- 
maafsen aussprechen : 

Alle wirklichen complexen Zahlen /1(fv) zu finden , welche der Be- 
dingung genügen, dafs ^[^ ^^ als eine gebrochene, wirkliche complexe Zahl 



89 

in z sich darstellen lasse, in der Art, dafs die Norm des Nenners nicht durch 
^ theilbar sei. 

Zunächst ist klar, dafs wenn y(fi^) dieser Bedingung genügt, auch 
w^f{w) derselben genügen mufs, für jeden Werth des k. Da nun oben 
§. 9. im Satze (II.) bewiesen worden ist, dafs in einer jeden Zahl f{w)^ 
welche den Bedingungen der Torliegenden Aufgabe genügt, alle Coefficien- 
ten, mit Ausschlufs eines einzigen , durch ^ theilbar sein müssen , so kann 
man durch Multiplikation mit einer passenden Potenz von w das Glied, wel- 
ches diesen' Coefficienten hat, zum ersten Gliede machen, d. h. zu dem 
Gliede, welches die irrationale Wurzel w nicht enthält, wodurch /(fv) die 
Form 

(2.) f{w) = C + ?>K«') 

erhält , wo C eine durch ^ nicht theilbare complexe Zahl in a ist , welche 
auch als nichtcomplexe ganze Zahl angenommen werden kann. Es reicht 
also hin, nur die in dieser Form enthaltenen, der Aufgabe genügenden Zah- 
len y((v) zu finden. 

Ferner folgt unmittelbar , wenn J{w) der Aufgabe genügt , dafs auch 
y"(fv) F{z) derselben genügen mufs, wenn F{z) eine wirkliche complexe 
Zahl in z ist, deren Norm nicht durch ^ theilbar ist. 

Endlich ergiebt sich auch sehr leicht, dafs wenn f{yp) der Aufgabe 
genügt, ebenso alle complexen Zahlen in w^ welche congruent y((v) sind, 
nach dem Modul A , der Aufgabe genügen müssen ; denn es ist : 

/(*v) + Ag^(^) =/H (l + -^) , 

und wenn man den Bruch y?~T "^ ^^^ Form bringt , dafs sein Nenner eine 
complexe Zahl in a wird , also : 

/(o.) — F(ct) ' 

und bemerkt, dafs nach dem Satze (I.) §.2 'KG{y/) eine ganze complexe 
Zahl in z ist, so hat man : 

(3.) /(*-) + ^^(^) = -^^^, 

wo iV* (z) nicht durch f theilbar ist, also : 

Math. Abh. der K. Ak, d. FTiss. 1S59. Nr. 2. K 
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y^'f /(«.) + X^(«.) — /(a.)*(x) ' 

woraus die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung erhellt. 

Da hiemach nur alle nach dem Modul X incongruenten Zahlen /(w) 
von der Form C + ^yp (w) zu suchen sind , welche den Bedingungen der 
Aufgabe genügen, so wird es zweckmä&ig sein, bei dieser Untersuchung die 
Logarithmen der complexen Zahlen, nach dem Modul X, anstatt dieser com- 
plexen Zahlen selbst anzuwenden, in ähnlicher Weise, wie ich dieselben 
schon früher für die Theorie der complexen Zahlen in a mit Erfolg ange- 
wendet habe. 

Zunächst ist zu bemerken , dafs eine jede Zahl von der Form C + 
J 4^ (^) stets auf verschiedene Weisen in diese Form gesetzt werden kann, da 
man dem 'v^(k') beliebig eine complexe Zahl in a hinzufugen kann, wenn 
man dafür das ^ fache derselben von C hinwegnimmt. Um diese Willkür- 
lichkeit auszuschliefsen , setze ich fest: es soll 4^{w) in dieser Form stets so 
gewählt werden , dafs es für (i» = 1 gleich Null wird , welches immer gelei- 
stet werden kann, indem man von 'v^(fv) die Summe aller seiner Coef&cien- 
ten abzieht, und das ^ fache dieser Summe dem C zulegt. 

Ich entwickele mm den Logarithmus 

(5.) i (^m.) = i (i ^ j±M.) 

so nach Potenzen von ^, dafs in dieser Entwickelung alle diejenigen Glieder, 
welche Vielfache von A werden, wegfallen. Das Arte Glied der Entwicke- 
lung dieses Logarithmus ist: 

Da nun j^"' ein Vielfaches von A ist, so folgt, dafs das A— Ite Glied weg- 
fällt, so wie auch alle folgenden, insofern sie nicht A auch im Nenner ent- 
halten , also insofern nicht Ic durch A theilbar ist. Wenn aber k ein Viel- 
fisiches von A ist, so nehme man k=:mX'" ^ wo m nicht weiter durch A theil- 
bar sein soll; man hat alsdann f'" ==^?"' ^""''j'" , also theilbar 

durch a"' , und demnach mufs x ^* für einen solchen Werth des k den 
Faktor- A mindestens twA" "* — n mal enthalten. Diese Anzahl ist aber stets grö- 
£ser alsEins, aufser in dem einen Falle, wo zugleich n^ 1 und m= 1, also Xr:= A 
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ist. Von allen Gliedern dieser Entwickelung des Logarithmus bleiben also 
nur die ersten A — 2, und aufserdem das Ate Glied, welches den Faktor 
4-^^ hat, der bekanntlich gleich ^y multiplicirt mit einer Einheit ist. Man 
hat daher : 

(^•) ^\~ir) = Trc 2Tc^ h...+ (X^2)C^-^ "^^^ mod.A, 

wo der Kürze wegen 

Ä — ^ 

gesetzt ist. Denkt man sich nun diesen ganzen Ausdruck nach den Poten- 
zen von w entwickelt , und als ganze rationale Funktion von w des A — 1 ten 
Grades dargestellt ; denkt man sich femer die Brüche , deren Nenner die 
Potenzen von C sind , durch die ganzen Zahlen ersetzt, welchen sie congru- 
ent sind , nach dem Modul A ; setzt man alsdann überall 1 — ^ für a , und 
ordnet nach Potenzen von ^ ; setzt man endlich 1 — p statt fv und ordnet 
das, was in die einzelnen Potenzen des ^ multiplicirt ist, nach Potenzen von 
p : so erhält man eine Entwickelung von folgender Form : 

(7.) /(^) = ?v^,(p) + §'yP,W + ... + ?'-'v^,_,lP), mod. A, 

in welcher •v^jCp), 4^2(^) u. s. w. ganze rationale Funktionen von i?, vom 
Grade A — 1 sind, mit nichtcomplexen ganzen Zahlen als Goefficienten. Von 
der ersten derselben -v^^Ct^) insbesondere ist noch zu bemerken, dafs für p = 
auch "v^ , (^) = ^ werden mufs , vermöge der Festsetzimg , dafs in fi^) = 
C -f- ^N^C^), für (V = 1, yp^iv) = sein soll. 

Wenn nun die logarithmische Entwickelung einer complexen Zahl der 
Form C + ^yjy{^) nach den angegebenen Regeln gebildet ist, so ist sie nach 
dem Modul A eine vollständig bestimmte, d. h. eine gegebene complexe Zahl 
hat nur eine Entwickelung ihres Logarithmus, nach dem Modul A. Wenn 
nun aber umgekehrt die logarithmische Entwickelung gegeben ist , so ist die 
Frage: in wie weit dadurch die complexe Zahl selbst bestimmt ist. Um 
diefs zu untersuchen , gehe ich von dem ganz speciellen Falle aus , wo die 
logarithmische Entwickelung congruent Null ist, also 

(8.) l(m.)^l(£±d^)^0, mod.A. 

K2 



1 
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In diesem Falle hat man aus der Congruenz (6.), wenn man dieselbe zunächst 
nur fiir den Modul q* betrachtet : 

= ^'^{w)y mod. f', 

also '^(sv) durch ^ theilbar. Setzt man nun "^(w) = §%(fv), und betrachtet 
die Congruenz (6.) nach dem Modul ^', so ergiebt sie, dafs %(^) weiter 
durch g theilbar sein mufs, also '^(w) theilbar durch j* , so fortschliefsend 
erhält man zuletzt: \^(w) theilbar durch p^'"*, also ^'^{w) ein Vielfaches von 
A, d. h, die logarithmische Entwickelung yon f(w) ist nur dann congruent 
Null , wenn f(w) einer complexen Zahl in a congruent ist , nach dem Mo- 
dul X. Wenn nun die logarithmischen Entwickelungen zweier Zahlen f(w) 
und f\w) congruent sind , also der Unterschied derselben congruent Null, 
so hat man 



/(/^) _ ;(/:M) = 0, mod.A, 



also 



woraus folgt , dafs /;// / ^hier complexen Zahl in a congruent sein mufs, 

nach dem Modul A, oder was dasselbe ist: Af(w) =if'(w)^ mod. A, wo 
A eine complexe Zahl in a ist. 

Nachdem diese allgemeinen Eigenschaften der logarithmischen Ent- 
wickelungen der complexen Zahlen von der Form C + ^4^ {w) festgestellt 
sind, wende ich dieselben zum Zwecke der Lösung der vorliegenden Aufgabe 
an. Ich verwandle in der Congruenz (7.) ^ in u^a^ wodurch v = i —w 
in 1 — <va=p-f-f(l~p) übergeht, entwickele die rationalen Funktionen 
von p -1-^(1 — ^) nach dem Tajlorschen Satze nach Potenzen von ^, und 
ziehe die unveränderte Congruenz (7.) von diesen ab, so ist: 

(9.) /(^) ^ g'(l-.)^^;(.) H- ^^('7>;-^'<-> -l- ^^^'-2.y^'^ +••• 

+ 5*(1-P)V,(P). 

Ich entwickele nun den Logarithmus der complexen Zahl j~- , wel- 
che nach den Bedingungen der Aufgabe gleich i7^^ werden soll. Setzt 



... 
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man M{z) zunächst in die Form einer complexen Zahl in ^, so hat man, 
wie im §• 2 gezeigt worden : 

(10.) M(z) = G + G,ii-w) + G,(i-wy + ... + G,_,(i-wy-' , 

wo Gx-i durch ^, Gj^_^ durch ^ *, ö^-s durch ^ ^ etc. theilbar ist. Dividirt 
man durch L(a), ersetzt die Brüche, mit dem Nenner L(d) durch die gan- 
zen complexen Zahlen, denen sie nach dem Modul A congruent sind, nimmt 
femer 1 — <v = p und 1 — a = j und ordnet nach Potenzen von j , so hat 
man: 

(11.) t[^ = 1 + ^y-'s + (<». + hy-'cy^) + 

nach dem Modul A, wo 6,, a^, b^, a, u. s. w. nichtcomplexe ganze Zahlen 
sind. Hieraus erhält man nach der obigen Methode folgende Form der 
Entwickelung des Logarithmus : 

+ (»3 -f- 83 f'-' 4- S,«''-* + ©3"'"') ?' + - 

nach dem Modul X, wo 3,, %,, S. u. s. w. eben£alls nichtcomplexe ganze 
Zahlen sind. Weil nwi 

sein soU, so mufs der Logarithmus der einen dieser complexen Zahlen dem 
Logarithmus der anderen congruent sein. Die Yergleichung der einzelnen 
Glieder beider Entwickelungen ergiebt folgende Congruenzen : 

(1 _ p) 4,\ (p) = a, + S, p*- + (5, p^-* 

(13 ) (* - "> ^* ("> ■*" ^'"?T^ - = «s + »3 *'^-' + e. »'^- + ©, p^-' 

u. s. w., nach dem Modul X. Setzt man nun 

».(P) = a.c + a,p* + ... + a^_y-* , 
so hat man 
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94 

(14.) (1 — v)yp\ (p) = «,-»- (2a, — a,) p -*- (sa, — 2a,) p* + 

und weil yermöge der ersten der Gongruenzen (13.) die Glieder dieses Aus- 
drucks y welche p, p' , • • • p^"^ enthalten , congruent Null sein müssen , so 
hat man : 

2a, — ö, =0, 303 — -^2 = ^9 •••• (^ — 2) a^_^ — (X — 3) a^^, = 0, 
woraus unmittelbar folgt : 

so dafs man für "^.(p) folgenden Ausdruck erhält: 

(15.) ^^.(P) = C. (f + ^ + ^ + ... + ^) + 5. P^ 

WO C| und B, beliebige ganze Zahlen sind. Mit Hülfe dieses gefundenen 
Ausdrucks des n^jCp) findet man aus der zweiten der Gongruenzen (13.) ohne 
Schwierigkeit folgenden Ausdruck des v^sCp) : 

(16.) yl'M = c. ( ^+ ^+ ... + -^) ^A,+ By-' + cy-', 

wo Cg, A^y Bgy C^ beliebige ganze Zahlen sind. Ebenso findet man weiter 
aus der dritten der Gongruenzen (13.): 

(17.) >^3(^) = C3 (f + 4 + ... + ^) 

Allgemein hat \^^ (p) nach den Gongruenzen (13.) einen Ausdruck, welcher 
sich von den hier für Ar = 1, 2, 3 gegebenen nur dadurch imterscheidet, dafs 
die Glieder, welche dem ersten Theile hinzuzufügen sind, bis zu dem Gliede 
mit p^"^ einschliefslich gehen. Setzt man nun der Kürze wegen: 



™r__ j^ . <>* - c' - P^"-* 



1 -^ 2 ^3 ^ ^ X-1 



SO hat man vermöge der gefundenen Ausdrücke der -s^, (p), -^^(y) u. s. w. 
(18.) / (^) = (c.? + C.5* + ... + c,_.?^-)?r+ B.P-f + 

+ (^. + B.p^- + cy-') I* + (^, + By-' + c,p^-* + Dy-') ^' + ... 

Vergleicht man den Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gongruenz , wel- 
cher auf das erste Glied folgt, mit der Gongruenz (12.), so erkennt man. 
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daüs derselbe den Logarithmus einer comple^en Zahl in z darstellt. Man 
hat daher: 

(19.) /(A-)) = (^.^+c.f. + ... + c„.5-')^+;(^), «»od- ^ 

als nothwendige Bedingung dafür , dafs die Zahl f(y/) eine Gleichung von 
der Form 

L(a)f(wa) = M(z)fM 

genüge, in welcher NM{z) und L(a) nicht durch ^ theilbar sind. Dafs diese 
Bedingung auch eine hinreichende ist , folgt daraus , dafs wenn w mwa ver- 
wandelt wird, also (^inp + f(l — p), und von der so veränderten Con- 

gruenz (19.) die unveränderte abgezogen wird , der Logarithmus von - ^TV 

in der That congruent dem Logarithmus einer comjJexen Zahl in z gefimden 
wird. Von dem mit ^bezeichneten Ausdrucke bemerke ich noch, dafs 
derselbe , wenn p = 1 — w gesetzt wird , und man nach Potenzen von w 
ordnet, in einen Ausdruck derselben Form übergeht , oder dafs 
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(20.) W= J^ + Jl- + Jl- + ... + f_j-, mod.A. 

Vergleicht man den Ausdruck (19.) des Logarithmus einer der Glei- 
chung (1.) genügenden ZahljTCfv) mit dem Ausdrucke (12.) des Logarithmus 
einer complexen Zahl in z^ so erkennt man sogleich, da(s, wenny*(^) eine 
complexe Zahl in z sein soll, nothwendig die A— 2 Zahlen c, , c, , ... c^., 
alle congruent Null sein müssen, mod. A; denn die Glieder c^^i^^ ^t^^^y 
••• <^x-t?^~*^j welche im Logarithmus yonf{w) enthalten sind, kommen in 
dem Logarithmus einer complexen Zahl in z nicht vor. Umgekehrt, wenn 
c,, Cg ... c^_^ aUe congruent Null sind, mod. A, so ist der Logarithmus 
von f{w) derselbe , als der Logarithmus einer complexen Zahl in z , und 
darum f{W) = AF{z)y mod. A, oAtT f(w) = A F(z) + AG(fv), also 
weil AGr((v) eine complexe Zahl in z ist, isty(^) nothwendig eine complexe 
Zahl in z. 

Wenn mm zwei Zahlen f(iv) \mdf'(w)f welche beide den Bedingun- 
gen der Aufgabe genügen, in ihren Logarithmen dieselben Werthe der Zah- 
len c,, Cg ... c^_^ haben, nach dem Modul A, 60 giebt die Differenz ihrer 
Logarithmen, also der Logarithmus ihres Quotienten, den Logarithmus 
einer complexen Zahl in js, und man hat: 
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Hieraus folgt , wie oben gezeigt worden , dafs die eine compiexe Zahl der 
anderen , multiplicirt mit einer complexen Zahl in a , congruent sein mufs, 
also : 

(22.) m^^- -■»• '■ 

Macht man nun aus dieser Congruenz eine Gleichung, indem man das A fache 
einer complexen Zahl in (v hinzufügt , welches ebenfalls eine compiexe Zahl 
in z ist, so erhält man : 

(23.) /'(«') = ^^P^ , 

WO FXz) eine ganze compiexe Zahl in is , M' eine ganze compiexe Zahl in 
a ist, welche den Faktor ^ nicht enthält. Die eine dieser beiden Zahlen y*((v) 
undy^(«v) entsteht also aus der anderen durch Multiplikation mit einer ge- 
brochenen complexen Zahl in z, deren Nenner kein ^ enthält. Umgekehrt, 
wenn f(ü^) und fX(v) in dieser durch die Gleichung (23.) ausgedrückten Be- 
ziehung zu einander stehen, so hat man 

(24.) ,(i^)_/(/§l)^im, „od.., 

woraus folgt , dafs die Logarithmen von /(ii^) und von /'(^) dieselben Wer- 
the der Zahlen c,, c^, ••• c^_, haben müssen, nach dem Modul A. 

Es kann nun eine jede der A — 2 Zahlen c,, c,, ... Cj^_, die A ver- 
schiedenen Werthe 0, 1, 2, ... A— 1 erhalten, die Anzahl aller verschie- 
denen Werthverbindungen dieser Zahlen, und nur diese, geben aber solche 
der Aufgabe genügende Zahlen /(i^) , welche sich nicht durch Multiplikation 
mit complexen Zahlen in z eine aus der andern erzeugen lassen. Dieses 
Resultat giebt folgenden Satz : 

Es giebt genau A^~' ursprüngliche compiexe Zahlen /((i^), 

welche der Bedingung genügen, dafs rj'*! einer gebrochenen 

complexen Zahl in z gleich sei, deren Nenner p nicht enthält, 
welche in der Art von einander unabhängig sind, dafs keine 
aus einer anderen durch Multiplikation mit einer gebrochenen 
complexen Zahl in Zy deren Nenner ^ nicht enthält, erzeugt 
werden kann. 
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§. 11. 
Anzahl der wesentlich verschiedenen Ambigen. 

Aus den Zahlen yc^i^) y welche der im vorigen Paragraphen gestellten 
mid gelösten Aufgabe genügen, sollen nun die Ambigen selbst, als wirkliche 
complexe Zahlen in i/, u^, u, ... hergeleitet werden. 

Es sei 

(1.) /(fi;) = C+ f C.fV + f C,(v' + .•. + fC,.,«.^- 

irgend eine der A^""* complexen Zahlen , welche als ursprüngliche Lösungen 
der Aufgabe bezeichnet worden sind, so ist/((v) + ><g(w) ebenfalls eine der 
Aufgabe genügende Zahl , aber eine solche , welche aus der ursprünglichen 
f(u^) durch Multiplikation mit einer wirklichen complexen Zahl in z entsteht, 
und man hat : 

(2.) f(w) + Xg(ii;)=C+XB + (f C, + A J5.) n^ + (gC, + AB.) n^^ + .... 

In dieser complexen Zahl kann und soll nun über die Zahlen £, J3,, B,, 

... J?^_, so verfügt werden, dafs die n ersten Glieder durch u^, d. h. durch 

y*(a)* theilbar werden, das n-i-lte Glied aber nicht durch /(a) theilbar, 

femer dafs die ersten n, Glieder durch u]y d. i. durch f,(ay^i theilbar wer- 
den, das n, H- Ite Glied aber nicht durch /,(«) theilbar; femer dafs die 

n^ ersten Glieder durch w^, d. i. /«(«)'"« theilbar werden, das n, -4- 1 te 
Glied aber nicht durch y.C^) theilbar u. s. f. Setzt man alsdann für ^ seinen 

Werth iv=2uu^ u^ ... y so kann man die Faktoren w'*, w7s ^7' ••• heraus 
heben, und erhält so : 

(3.) fM + Ag^(u^) = w'» w7« w^* .../(2^, W|, u,y ...). 

Es ist nun, wie im §. 9. gezeigt worden, /*(«, w,, m,, ...) eine complexe 
Zahl in i/, i/,, u^ ..., deren Norm keinen Faktor der Determinante D(a) 
enthält, und auch nicht durch ^ theilbar ist , welche also eine Ambige selbst 
darstellt, nämlich die in/(w)-hXg(w) enthaltene Ambige, und welche einer 
Gleichung von der Form 

(4.) L(oe)/(uay u,y u^ ...) =z M(z)/(Uy w,, w, ...) 

genügt , in der L (a) und NM{z) keinen Faktor der Determinante und kein 
^ enthalten. 
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Wenn nun die Anzahl der in der Determinante D (a) enthaltenen ver- 
schiedenen Primfaktoreny(a),y,(a) u. s. w. gleich r ist, so hat man r Zahlen 
71, n,, Tij, ... w^_i, denen man einzeln alle Werthe 0, 1, 2, ..• A — 1 geben 
kann, welche also K verschiedene Werthverbindungen zulassen. Man erhält 
also aus jeder der A^~* ursprünglichen Zahlen f(w) genau K complexe Zah- 
len y(M, M,, u^ ...), welche eben so viele Ambigen darstellen. Die Anzahl 
aller Ambigen, welche auf diese Weise erhalten werden, ist also ^eich 
^x-2+r ^ welche in so fern ebenfalls als ursprünglich angesehen werden kön- 
nen, als keine derselben aus einer andern durch Multiplikation mit einer 
wirklichen complexen Zahl in z erzeugt werden kann. ,Alle anderen Ambi- 
gen aber können aus diesen X*"*"*^'' durch Multiplikation mit wirklichen com- 
plexen Zahlen in z erzeugt werden. 

Aus den gefundenen Ambigen sollen nun die nichtäquivalenten ambi- 
gen Klassen ermittelt werden. Aus der Definition der Äquivalenz, nach 
welcher zwei ideale complexe Zahlen in z äquivalent sind, wenn sie durch 
Zusammensetzung mit einer und derselben dritten idealen Zahl zu wirk- 
lichen complexen Ziahlen in z werden , folgt zunächst , dafs alle Ambigeu, 
welche aus einer einzigen /(i/, i/,, m^, ...) entstehen, indem diese mit wirk- 
lichen complexen Zahlen in z zusammengesetzt wird, nothwendig äquivalent 
sind; denn wenn F{Uy w,, u^ .•.) ein in der Theorie der complexen Zahlen 
mz idealer Multiplikator ist, welcher xmif{u^ m,, u^ ...) zusammengesetzt, 
eine wirkliche complexe Zahl in z ergiebt, so ergiebt derselbe auch in seiner 
Zusammensetzung mit/({/, i^,, u^ ...) G{z) eine wirkliche complexe Zahl in 
Zy wenn G{z) wirklich ist. Die nichtäquivalenten Klassen der Ambigen 
sind aus diesem Grunde nur unter den A^"**** aufzusuchen, welche sich 
nicht durch Multiplikation mit wirklichen complexen Zahlen in z aus einan- 
der erzeugen lassen. 

Wenn mmf(u^ w,, u^ ...), als wirkliche complexe Zahl in der Theo- 
rie der aus den Wurzeln m, m,, u^ gebildeten complexen Zahlen, eine ide* 
ale Zahl in der Theorie der complexen Zahlen in z darstellt, und E{u ,U|, 
u^ ...) bezeichnet eine Einheit in a, m,, m, ..., d.h. eine wirkliche com- 
plexe Zahl dieser Theorie, deren Norm eine Einheit in a ist, so mufs noth- 
wendig E{u^ U|, u^ •..) /{u^ u^j u^ ...) vollständig dieselbe ideale Zahl in z 
darstellen, als/*(u, u,, u^ .,.), weil eine ideale Zahl in Beziehimg auf Ein* 
heiten, mit denen sie behaftet sein kann, vollständig unbestimmt ist. Zu- 
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gleich ist klar, dafs Eiu, u^y u^ ...) f{uy i/,, u^ ...) alle Darstellungen einer 
und derselben idealen Zahl als wirkliche complexe Zahl in u^ u^ y u^ ... 
erschöpft , weil die durch ihre idealen Primfaktoren definirten , wirklichen 
complexen Zahlen sich lediglich durch Einheiten unterscheiden können. 
Wenn es sich aber, wie in dem yorliegenden Falle nur um solche Zahlen 
f{Uy M, , u^ ...) handelt, die einer Gleichung von der Form (4.) genügen, 
so mufs die Einheit £(i^, u^y u^ ...)> mit welcher y(u, u^y u^ ...) behaftet 
genommen werden kann , selbst einer Gleichung yon derselben Form genü- 
gen. Diese Bedingung läfst sich so ausdrücken : der Quotient zweier con- 
jugirten Einheiten E{ua, u^y u^ ...) und £(i/, i/,, u^ ...) mufs einer wirk- 
lichen complexen Zahl in z gleich sein , der Quotient zweier Einheiten aber 
ist selbst wieder eine Einheit , es muiüs also 

(5.) E(uayu,,u,...) ^ ^ 

sein, wo E(z) eine ganze Einheit in z ist. Eine Einheit E{Uy u^y u^ •••), 
welche dieser Bedingung genügt, soll in dem Folgenden eine ambige Ein- 
heit genannt werden. 

Die Untersuchung, ob unter den X^""'"*^ Ambigen der Formy(M, m,, 
u^ •••) noch äquivalente vorhanden sind, und die Zurückführung derselben 
auf das System der nichtäquivalenten wird nun in folgender Weise geleistet. 
Es seien jf(M, m,, u^ •..) imd f{Uy m,, u^ ..•) zwei beliebige dieser A^"*"*" 
Ambigen, so ist 

eine ganze complexe Zahl in Uy u,, u^ ... , welche mit/(i/, i/,, u^ •••) mul- 
tiplicirt ein in der Theorie der complexen Zahlen in z wirkliches Produkt 
giebt. Wenn nun f{Uy «,, u^ ...) mit/'(i/, i/,, i/, ...) äquivalent sein soll, 
so mufs dieselbe Zahl F{Uy u,, u^ •••) auch mit der andern zusammengesetzt 
eine wirkliche complexe Zahl in z ergeben. Weil aber die Zahl/'(i/, w,, 
1^2 •••), in so fem sie eine ideale Zahl in z darstellt, und in so fem sie einer 
Gleichung von der Form (4.) genügen soll, mit einer beliebigen ambigen 
Einheit E(Uy u,, u^ •••) multiplicirt genommen werden kann, so hat man 

(7.) F{Uy l/,, U^ ...) E{Uy l/,, U^ ...)f'(Uy M,, U^ ...) = G {z) 

gleich einer ganzen complexen Zahl in z. Multiplicirt man diese Gleichung 

L2 
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TOiiX f(Uy Ujy u^ •••) und dividirt durch G{z)j so kann man diese Bedingung 
auch so aussprechen: 

(I.) Alle Ambigen von der Form /*(i/, w,, u^ .•.), welche aus 
einer derselben entstehen, indem diese mit einer ambigen Ein- 
heit und mit einer wirklichen complexen Zahl in z multipli- 
cirt wird, (welche letztere gebrochen sein kann, aber so, dafs 
sie in der Norm ihres Nenners weder ^ noch die Faktoren yon 
Dija) enthält), sind mit dieser Ambigen äquivalent, und umge- 
kehrt: alle Ambigen, welche mit einer derselben äquivalent 
sind, lassen sich auf die angegebene Weise aus dieser einen 
ableiten. 

Es seien jetzt E(Uy u^j u^ ...) und £,(i/, u,, u^ •••) zwei verschie- 
dene ambige Einheiten , von der Art , dafs die eine aus der anderen nicht 
durch Multiplikation mit einer Einheit E(z) entstehen kann; es sei femer 
y({#, 1/,, u^ •••) eine Ambige ,* so sind 

E(Uy w,, Uf ...)y(w> i^i9 w, ...) und E^(Uy w,, u^ ...)^(Uy m,, u^ ...) 

zwei Ambigen , welche durch Multiplikation mit einer complexen Zahl in z 
nicht aufeinander zurückgeführt werden können , welche also dem Systeme 
der oben als ursprünglich bezeichneten A^"*"*"'' Ambigen angehören, und 
dabei äquivalent sind. Es folgt hieraus, dafs eine jede Ambige in diesem 
Systeme der ursprünglichen Ambigen genau so viele äquivalente hat, als es 
ambige Einheiten giebt, die durch Multiplikation mit Einheiten in z aufein- 
ander nicht zurückgeführt werden können. Also wenn die Anzahl der in 
diesem Sinne von einander unabhängigen ambigen Einheiten mit E bezeich- 
net wird, so sind genau je E dieser A^"""*" Ambigen äquivalent, und die 
Anzahl aller nicht äquivalenten Ambigen ist darum gleich dem £ten Theile 
von X^"**''. Es folgt hieraus, dafs E eine Potenz von A sein mufs, und 
dafs £ = X' gesetzt werden kann. Das gefimdene Resultat giebt folgen- 
den Satz: 

(11.) Wenn die Anzahl der ambigen Einheiten, welche 
durch Multiplikation mit Einheiten in z sich nicht auf einan- 
der zurückführen lassen, gleich A' ist, und die Anzahl der in 
der Determinante D(a) enthaltenen verschiedenen Primfak- 
toren gleich r, so ist die Anzahl aller nicht äquivalenten Klassen 
der Ambigen gleich A*^"'^*'"'. 
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§. 12. 
Die complexen Einheiten in w und in z. 

Zur vollständigen Bestimmung der Anzahl aller nichtäquivalenten, 
ambigen Erlassen in der Theorie der complexen Zahlen in z , ist jetzt nur 
noch erforderlich, die Anzahl £ = A' der von einander unabhängigen ambi- 
gen Einheiten zu finden. Hierbei mache ich von den Resultaten Gebrauch, 
welche Hr. Dirichlet in seinen Untersuchungen über die, in der Theorie 
der allgemeinen , zerlegbaren Formen vorkommenden Einheiten gefunden, 
und im März 1846 der Königlichen Akademie mitgetheilt hat, m. s. den 
Monatsbericht. 

Wenn eine irreduktible Gleichung des 2yten Grades, mit nichtcom- 
plexen, ganzzahligen Goefi&cienten zu Grrunde gelegt wird, deren Wurzeln 
alle imaginär sind, so giebt es nach Dirichlet in der Theorie der com- 
plexen Zahlen , welche rationale Funktionen einer Wurzel der gegebenen 
Gleichung, mit ganzzahligen Coef&cienten sind , genau v — i complexe Ein« 
heiten , welche ein vollständiges , imabhängiges System von Einheiten dieser 
Theorie bilden. Ein System von Einheiten wird ein unabhängiges genannt, 
wenn ein Produkt von Potenzen dieser Einheiten nicht gleich Eins sein kann, 
ohne dafs die Exponenten der Potenzen alle einzeln gleich Null sind , und 
ein solches System von unabhängigen Einheiten ist zugleich ein vollständiges, 
wenn demselben keine Einheit weiter hinzugefügt werden kann , ohne dafs 
die Eigenschaft der Unabhängkeit des Systems dadurch verloren geht. Ein 
unabhängiges und vollständiges System hat die Eigenschaft, dafs alle com- 
plexen Einheiten dieser Theorie als Produkte von Potenzen der unabhängi- 
gen Einheiten sich darstellen lassen , wenn noch gewisse einfache Einheiten, 
welche nur Einheitswurzeln sind, als Faktoren hinzugeuommen werden. Die 
Exponenten derjenigen Potenzen der unabhängigen Einheiten , durch deren 
Produkte alle Einheiten dargestellt werden können , haben niemals andere 
als rationale Zahlenwerthe. Ein unabhängiges imd vollständiges System, 
durch welches alle Einheiten sich so darstellen lassen , dafs die Exponenten 
der Potenzen nur ganze Zahlen sind, heifst ein System von Fundamental- 
einheiten. 
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Um nun diese allgemeinen Resultate auf die Untersuchung der Ein* 
heiten in w und in z anzuwenden , welche aufser den irrationalen Gröfsen w 
oder z auch noch die Wurzel a enthalten , mufs man eine irreduktible Glei- 
chung mit nichtcomplexen y ganzzahligen Goefficienten aufstellen, von der 
Art, dafs durch eine Wurzel derselben, so wohl a, als auch w, und demge- 
mäfs auch Zy sich rational darstellen lasse. Ich wähle hierzu diejenige Glei- 
chung, deren Wurzel jy = a + (v ist. Diese giebt zunächst 

(1.) (;r-ar~D(a) = 0, 

und demgemäfs, wenn für a seine X— 1 Werthe a, a", ... a^""* gesetzt wer- 
den, und das Produkt gebildet wird : 

(2.) ((or-ay^D(a)) {(;y-ay ^D(a')) ... ((j-.a^-«)^-D(a^-)) = 0, 

welche Gleichung vom Grade A(A — 1), yoUständig entwickelt, nichtcom- 
plexe ganze Zahlen zu Coefficienten hat. Dafs diese Gleichung irreduktibel 
ist, folgt daraus , dafs die A — 1 Faktoren , aus denen sie zusammengesetzt 
ist, einzeln in dem Sinne irreduktibel sind, dafs sie nicht in Faktoren niede- 
rer Grade, deren Coefficienten rational in a wären, sich zerlegen lassen, 
wenn nämlich die Determinante D(a)j wie überall vorausgesetzt wird, nicht 
eine vollständige Xte Potenz ist. Ein jeder Faktor der Gleichung (2.), wel- 
cher nichtcomplexe rationale Zahlen als Coefficienten hätte , müsste darum 
nur ein Produkt einer Anzahl jener A — 1 Faktoren des Aten Grades sein. 
Entwickelt man aber ein solches Produkt nach Potenzen von ^ , so erkennt 
man schon aus der Betrachtimg des Coefficienten des zweiten Gliedes , dafs 
dasselbe nicht anders rationale Coefficienten haben kann , als wenn es alle 
diese A — 1 Faktoren der Gleichung (2.) umfasst. 

Um nun a als rationale Funktion von y zu bestimmen , hat man nur 
die gemeinsame Wurzel a der beiden Gleichungen 

(^ «- a)' — D(a) = und i+a + a* + ... + a'"* = 

zu suchen. Diese Gleichungen haben nämlich nur die eine gemeinschaft* 
liehe Wurzel a ; denn hätten sie aufserdem auch eine andere Wurzel a* mit 
einander gemein , so müsste die Wurzel ^ = a -+• (i^ der Wurzel ^ = a* -i- 

yO (a* ) gleich sein, und die Gleichung (2.) wäre nicht irreduktibel. Da 
also a eine rationale Funktion von ^ ist , so kann man demselben die Form 
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geben, wo ^ ein von der Determinante D(a) abhängiger, nichtcomplexer 
ganzzaUiger Nenner ist, nnd J^Cj*) eine ganze, rationale Funktion von y des 
Grades A(A — 1) — 1, mit ganzzahligen Goefficienten. Es ist alsdann ^=y 
«^ a eine rationale Funktion derselben Art, mit demselben Nenner Ä, und 
da demnach auch die Potenzen a, a*, a% ... a^"* , so wie die Potenzen Wy 
^', w^y ... ^^"' sich als rationale Funktionen von j- ausdrücken lassen, de- 
ren Nenner nur Potenzen von & sind, so folgt, dafs jede ganze und ganz- 
zahlige Funktion von a und ^ , d.i. jede complexe Zahl in w sich als ge- 
brochene rationale Fimktion von jr darstellen läfst , deren Nenner eine be- 
stimmte, nur von der Determinante D(a) abhängige, ganze nichtcomplexe 
Zahl ^ ist, daüs also 

(3.) ^ F(Wy a) = F(y^) 

ist, wo F(y)y als ganze und ganzzahlige rationale Funktion von^, auch com- 
plexe Zahl in jr genannt werden kann. Das A fache einer jeden ganzen com- 
plexen Zahl in (v läfst sich also als ganze complexe Zahl in^ darstellen. 

Eine ganze complexe Zahl in (v enthält im Ganzen X(A— 1) Coef&ci- 
enten , welche nichtcomplexe ganze Zahlen sind , wenn man alle ihre Glie- 
der, welche verschiedene Potenzen von a und (i^ enthalten, besonders be- 
trachtet. In Beziehung auf einen gegebenen Modul A kann jeder dieser 
A(X — 1) Coefficienten die A verschiedenen Reste 0, 1, 2, ... A — 1 geben, 
es giebt daher nach dem Modul A nicht mehr als a^*^"** incongruente com- 
plexe Zahlen in iv. Erhebt man nun eine complexe Einheit in ^: E(n^) zu 
Potenzen, so müssen in der Reihe 

1, E{w)y E(w)\ JB(w)% E{wy 

wenn dieselbe so weit fortgesetzt wird, dafs sie mehr als A^^^~*^ Glieder 
enthält, nothwendig nach dem Modul A congruente Glieder vorkommen, 
man hat also 

£(wr = E{ivy , mod. A, 

wo m und n verschiedene Zahlen sind und nicht gröfser als A^^^^'^ Es hat 
nun E{w)y als Einheit, keinen gemeinschaftlichen Faktor mit dem Modul A, 
man kann also , wenn n<m ist , diese Gongruenz durch E(wy dividiren, 
und erhält so 
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JB(a^)"- = 1, mod. A, 

oder als Gleichung geschrieben : 

(4.) £(fv)"— = 1 +AF(w), 

und weil AjP((v), wie oben gezeigt worden , eine ganze complexe Zahl in 
y ist, so erkennt man hieraus, dafs eine bestimmte Potenz einer jeden com- 
plexen Einheit in ^ sich als ganze complexe Einheit in jr darstellen läfst« 

Aus der Definition eines vollständigen Systems von Einheiten geht 
hervor, dafs dasselbe diese beiden Eigenschaften behält, wenn man die ein- 
zelnen Einheiten , aus welchen es besteht , zu irgend welchen ganzen Poten- 
zen erhebt ; wenn man daher die Einheiten eines vollständigen , unabhängi- 
gen Systems in (i^ zu denjenigen Potenzen erhebt, welche diese zu ganzen 
complexen Einheiten in jr machen , so mufs man ein unabhängiges und voll- 
ständiges System von Einheiten in ^ erhalten , und weil die Anzahl der Ein- 
heiten aus welchen dieses besteht, nach dem Dirichletschen Satze gleich 
^i^rü — 1 ist, so mufs ein vollständiges, tmabhängiges System von Einheiten 
in iv nothwendig genau eben so viele Einheiten enthalten. Weil femer die 
Xte Potenz einer jeden complexen Zahl in w eine complexe Zahl in jz, also 
auch die Ate Potenz einer jeden Einheit in w eine Einheit in z ist, so folgt, 
dais auch ein vollständiges unabhängiges System von Einheiten in z genau 
^^^^ — 1 Einheiten enthalten mufs. 

Die complexen Einheiten der niederen Theorie in a sind imter den 
Einheiten der höheren Theorie in w oder in z als besondere mit enthalten^ 
die unabhängigen Einheiten dieser niederen Theorie können also auch mit 
als unabhängige Einheiten der höheren Theorie benutzt werden. Setzt man 
nun , wie im §. 6. der Kürze halben /üt = ^ , v = ^^~-\ so hat man ß—i 
unabhängige Einheiten in a, und da die Anzahl aller unabhängigen Einheiten 
in (i' oder in z gleich v — 1 ist, so hat man zu diesen fx — 1 Einheiten in a 
noch V — fjL Einheiten in w oder in z hinzuzunehmen, damit das System voll- 
ständig werde. Diese v — ju Einheiten der höheren Theorie kann man immer 
so wählen, dafs ihre Normen, welche nicht complexe Einheiten in a sind, 
gleich Eins selbst werden. Wenn nämlich eine Einheit E{w) diese Be- 
dingung nicht erfüllt, sondern die Norm e(a) hat, so nehme man an- 
statt derselben ihre Ate Potenz, dividirt durch c(a), wobei weder die 
Vollständigkeit noch die Unabhängigkeit des Systems beeinträchtigt wird, 
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die an die Stelle von E(iv) tretende Einheit aber die verlangte Eigenschaft 
hat ; wenn es sich um eine Einheit E(z) handelt , so ist deren Norm schon 
von selbst eine Ate Potenz, gleich €(a)^, man hat sie daher nur durch 6(a) 
zu diyidiren. Also : 

(I.) Es giebt genau v — /üt = ^^"'^^^~'^ unabhängige complexe 
Einheiten in (i^ oder in^s, deren Normen gleich Eins sind. 

Um die nun folgenden Sätze leichter beweisen und anschaulicher dar- 
stellen zu können , mache ich von einer eigenthümlichen Art der Bezeich- 
nung Gebrauch, welche Hr, Kronecker in seiner Dissertation de unitatibus 
complexis. Berol. 1845. zuerst eingeführt hat, und welche in allen Fällen, 
wo man es mit Produkten von Potenzen conjugirter Einheiten zu thun hat, 
höchst vortheilhaft ist. Ich bezeichne, wie diefs Hr. Kronecker in einer 
ähnlichen Untersuchung gethan hat, ein Produkt von der Form 



«X-l 



jB(w') E{wa) E(wa*) .... Eicva""*) 
gleichsam als Potenz mit einem complexen Exponenten durch 



a -f- a,A -I- Og«* -f- -f- Ox— 1^^"* 
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oder noch kürzer, wenn der Exponent ab complexe Zahl in a mit a(a) be- 
zeichnet wird : 

(5.) E(iv) E(a^a) E(wa^) .... ECwa""-') = E(w) 

Ebenso, wenn es sich um complexe Einheiten in z handelt, hat man 

(6.) E{z) E(z,) ' E(z,) ' .... JB(z,_,) '"' = E(z) . 

Wenn den Potenzen der Einheiten mit complexen Exponenten dieser be- 
stimmte Sinn gegeben wird, so kann man den complexen Exponenten a(a) 
mit Hülfe der Gleichung 1 -f- a -4- a* -*- ... -i- a^"' = beliebig verändern, 
ohne dafs dieses Zeichen seinen Werth ändert, denn es ist 

-f- cc -f- et T- ••• -f- cc 

(7.) £((v) = Em E(a^a) E(iva') ... Eiwa^"') = 1. 

Femer findet für diese Potenzen mit complexen Exponenten genau dieselbe 
Regel der Multiplikation Statt, als ßir gewöhnliche Potenzen, denn man hat: 

(8.) E{w) Eifv) =.E{w) , 

Uath. Ahh. der K. Ak. d. tTü*. 1859. Nr. 2. M 
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weil die eine, so wie die andere Seite nichts anderes darstellt, als das 
Produkt 

Ebenso findet für diese Potenzen mit complexen Exponenten auch dieselbe 
Regel der Potenzerhebung einer Potenz Statt, wie für gewöhnliche Poten- 
zen, denn man hat die Regel : 



yE(w) ) = 



(9.) \E(w) ) =E{w) 

von deren Richtigkeit man sich sogleich überzeugen kann, wenn man auf 
beiden Seiten dieser Gleichung die Potenzen der Einheit mit complexen Ex- 
ponenten als Produkte yon Potenzen der conjugirten Einheiten darstellt« 

Mit Hülfe solcher Potenzen von Einheiten mit complexen Exponen- 
ten will ich nun zeigen, wie ein vollständiges System der v — yL unabhängi- 
gen Einheiten in w oder in z^ deren Normen gleich Eins sind, durch fx 
verschiedene Einheiten dieser Art, mit ihren conjugirten dargestellt wer- 
den kann. 

Wenn E{{v) irgend eine Einheit ist, deren Norm gleich Eins ist, so 
zeige ich ztmächst, dafs die A — 1 conjugirten Einheiten 

E{w)y E(wa), E{wa\ ... Eiwa""-^) 

von einander unabhängig sind, dals also die Gleichung 

(10.) E{w) E{wa) ' Eiwa*) ' ... E(wa^'^) '^' = 1, 

in welcher die Exponenten m, m, , m^ , ••• tt^x-c rationale, oder was hier 
dasselbe ist, ganze Zahlen sind , nicht bestehen kann, ohne dafs sie alle den 
Werth Null erhalten. Setzt man 

m -f- m^a -f- m^a -|- .••• -f- m^^^d " = 7n(ii), 

und erhebt beide Seiten der Gleichung 

E{w) = 1 
zur Potenz itf(a), wo itf(a) durch die Gleichung ilf(a) m{a) = Nin{a) be- 
stimmt ist, so erhält man 

(11.) E{w) =1. 
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Der Exponent Norm von m(a)y ist eine nichtcomplexe Zahl, diese Po- 
tenz ist also eine Potenz im gewöhnlichen Sinne , welche y wenn E(fi^) nicht 
eine einfache Wurzel der Einheit ist , nicht gleich Eins sein kann, ohne dafs 
Nm{a) = ist, also m(a) = und folglich m = 0, m, =0, .•. m^_, = 0, 
wegen der Irreduktibilität der Gleichung i -i- a -4- a* -4- ... •+• a^"* = 0. Die 
A — 1 conjugirten Einheiten 

E{a^)y E{wa), E{wa^) .... , E{iva^'*) 

bilden also in der That ein unabhängiges, aber unyollständiges System. Es 
sei nun E^ {w) eine andere Einheit, deren Norm gleich Eins ist, welche 
mit dieser zusammen ein unabhängiges System bilde , so behaupte ich , dafs 
die conjugirten A — 1 Einheiten 

£,H, £,(«;«), £,((va*) .... E,{wa'-*) 

mit den obigen zusammen ein unabhängiges System yon 2 ( A — 1 ) Einheiten 
bilden, dafs also die Gleichung 

(12.) E{w) E,{w) = 1 

nicht bestehen kann, ohne dafs die complexen Exponenten in{ä) imd rn^ia) 
beide gleich Null sind. Erhebt man nämlich diese Gleichung zur Potenz 
M,(a), wo M^{a) durch die Gleichung ^/.(a) m^{a) = Nm^{a) bestimmt 
ist, so hat man 

Jlf , (rt)m(a) Nm , («) 

(13.) E{w) E,{w) =1, 

welches, da Nm^(a) eine nichtcomplexe Zahl ist, imd darum E^(iv)^'^t(^) 
eine Potenz im gewöhnlichen Sinne des Wortes , der Voraussetzung wider- 
spricht, nach welcher E^{w) eine Einheit ist, die mit den A — 1 zu E(w) 
conjugirten ein unabhängiges System bildet. Wenn nun E^({v) eine andere 
Einheit mit der Norm Eins ist, welche mit den bereits aufgestellten 2(A — 1) 
Einheiten zusammen ein unabhängiges System bildet , so wird ganz auf die- 
selbe Weise bewiesen, dafs auch die conjugirten A — 1 Einheiten 

E,(i^)y E,{u;a), E,{wa% .... E,{wa^-') 

mit jenen 2 (A-* 1) Einheiten zusammen ein unabhängiges System von 3(A— 1) 
Einheiten bilden. Auf diese Weise kann man nun fortfahren, bis man ein 
vollständiges unabhängiges System von Einheiten , deren Normen gleich 

M2 
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Eins sind, erlangt hat, welches, wie oben gezeigt worden ist, aus v— fx Ein- 
heiten besteht. Da v — ju = ^^~^ — ^ = ^ (X — 1) ist, so folgt, dafs die 
Anzahl der Einheiten, welche mit ihren conjugirten zusammen ein vollstän- 
diges Sjstem bilden , gleich fx ist. Was hier von den Einheiten in w bewie- 
sen ist, gilt nothwendig auch von den Einheiten der specieUeren Theorie in 
z, man hat also folgenden Satz : 

(II.) Es giebt genau fx Einheiten in iv oder in Zy welche, 
wenn man von einer jeden derselben A — 1 conjugirte nimmt, 
ein vollständiges unabhängiges System von |[x(A — 1) Einheiten 
bilden, deren Normen gleich Eins sind. 

Wenn nun die fx Einheiten : 

£H, £.(«'), E,(w), .... E^_,(w) 

mit ihren conjugirten ein vollständiges und unabhängiges System aller derje- 
nigen Einheiten bilden, deren Normen gleich Eins sind , so kann aus diesem 
Systeme stets ein anderes hergestellt werden, dessen fx Einheiten 

«(^)> «.(^)> ^Ä^)f ..-^-,(^0 
so beschaffen sind, dafs keine in der Form 

X Jlf| Mg <Afai_| 

«(^) «1H ^ÜM •••• ^-l(^) 

enthaltene Einheit eine ^te Potenz einer Einheit sein kann, ohne da£s die 
ganzen complexen Exponenten ü/, M^y M^ ... M^_^ alle einzeln durch ^ 
theilbar sind. Ein so beschaffenes System kann ein beziehungsweise funda- 
mentales genannt werden , nämlich fundamental in Beziehung auf den Expo- 
nenten ^. Dasselbe wird aus dem gegebenen Systeme der Einheiten E{w)y 
E^{w) ... jK^_,(^) auf folgende Weise hergeleitet. 

Durch das gegebene System der Einheiten möge sich eine ^* te Potenz 
einer Einheit so darstellen lassen, dafs die complexen Exponenten nicht alle 
durch ^ theilbar sind , aber eine j * ^ * le Potenz einer Einheit soll nicht mehr 
in dieser Weise durch dieses System darstellbar sein, so hat man 

A A A A Ä* 

(14.) E{w) EX^) * E,{w) ' .... JB^_.(fv) ''^* —^{w) 

für bestimmte Werthe der complexen Exponenten A^ A^^ -^m-i> 

und weil wenigstens einer derselben durch q nicht theilbar ist , so kann man 
den ersten A als einen solchen wählen. Durch die /m — 1 Einheiten £,((i^). 
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E^(w)y ... E^_X^)f mit AusscUuüs von-E(fi'), lasse sich eine ^**te, aber 

nicht eine ^^«^^te Potenz einer Einheit so darstellen, dafs nicht alle com- 
plexen Exponenten dieser Einheiten durch ^ theilbar sind, so hat man 

(15.) E,(^) ' E,(w) ' ....E^_,(w) ""' = ..(«'/ , 

wid man kann hier ebenfalls den ersten Exponenten B^ als einen der durch 
^ nicht theilbaren nehmen. Ebenso sei durch diese Einheiten, wenn weiter 

die Einheit £f (f^) ausgeschlossen wird , noch eine ^*«te Potenz, aber nicht 

eine ^»"^^ te Potenz einer Einheit darstellbar, so hat man 

(16.) £,((v^) E,(ü^) .... JB,.,((v^) =e,(fi^) . 

wo wieder C^ als einer der nicht durch ^ theilbaren Exponenten genommen 
werden kann. So fortfahrend erhält man die jx Einheiten 6((i^), e^ffi^), ... 
«M-i(^)> "^^^ denen nun bewiesen werden soll, dafs sie ein System bilden, 
welches die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Gesetzt es wäre für irgend welche bestimmte ganze complexe Expo- 
nenten My ikf,, ..* ikr^_j, die nicht alle durch 5 theilbar sind, 

(17.) e{a^) €,(iii) .... €^_,(h^) =e(iv) y 

und M^ der erste, nicht durch ^ theilbare Exponent, so hätte man auch 

(18.) $,(^) K^X^) ... ^-,(^) =e,(w) . 

Wenn nun zur ^^' ten Potenz erhoben wird , so kann man , weil yon den 
Zahlen Jcy h^^ k^ ... keine folgende gröfser sein kann, als die vorhergehende, 

die in diesem Ausdrucke vorkommenden ^ ^' ten Potenzen der Einheiten s^ (w), 
«r+i(^)> ••• %-i(^) Ä^le durch die Einheiten £, (^), E^^X^) .... -E^_,((i^) 
ausdrücken, und erhält so einen Ausdruck von folgender Form : 

(19.) £,(w) ' E,^Xw) ■*" ....£,_.(«') '"' =«.(«') , 

in welchem der complexe Exponent K^ der ersten Einheit gleich dem Pro- 
dukte des Exponenten M^ und des Exponenten H^ in dem Ausdrucke 

HM M Q^^ 

(20.) E,{w) '£,,>) '*' .,..E^_,(w) "'=«,(«') 
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ist, und weil M^ und H^ nach der Voraussetzung nicht durch ^ theilbar 
sind, so ist K^ = M^ H^ ebenfalls nicht durch g theilbar. Es ist aber nach 

der Voraussetzung unmöglich, eine f^'^^te Potenz einer Einheit durch die 
Form (19.) auszudrücken, ohne dafs alle complexen Exponenten K^ , Kr+ty 
... K^_^ durch ^ theilbar sind, also ist es auch immöglich , durch die Ein- 
heiten e(«v), 6,((v) ... t^_X^) ^^^^ f*® Potenz irgend einer Einheit in dieser 
Weise auszudrücken. Genau dieselben Schlüsse gelten auch, wenn man 
anstatt der Einheiten in w die specielleren Einheiten in 2 zu Grunde legt, 
man hat also folgenden Satz : 

(ÜI.) Es giebt für Einheiten in w (oder in z), deren 
Normen gleich Eins sind, ein vollständiges und unabhängiges 
System von fx Einheiten mit ihren conjugirten, welches so be- 
schaffen ist, dafs ein Produkt Ton Potenzen dieser ^x Einhei- 
ten mit ganzen complexen Exponenten nicht eine ^te Potenz 
einer Einheit in w (oder in z) darstellen kann, ohne dafs die 
complexen Exponenten der Potenzen aus denen dieses Pro- 
dukt besteht, alle einzeln durch q theilbar sind. 

Weil das System der ix Einheiten «(w^), «,(«v), •.. «^-,(^) mit ihren 
con jugirten ein vollständiges imabhängiges System für alle Einheiten ist , de- 
ren Normen gleich Eins sind, so kann man durch dasselbe alle Einheiten, 
deren Normen gleich Eins sind , darstellen , wenn man in den Goef&cienten 
der complexen Exponenten Jf, M,, ... M^_^ der Form 

(21.) ^M €,(^) .... €^^,{W) 

rationale Brüche zuläfst, oder was dasselbe ist, wenn man diese Exponenten 
als gebrochene complexe Zahlen in a passend bestimmt. Diese gebroche- 
nen Exponenten können mm, vermöge der in dem Satze (III.) ausgesproche- 
nen Eigenthümlichkeit des vorliegenden Systems der unabhängigen Einhei- 
ten , in ihren Nennern niemals den Faktor ^ enthalten , wenn gemeinschaft- 
liche Faktoren der Zähler und Nenner nicht Statt haben, aus welchem 
Grunde ein solches System oben als ein in Beziehung auf ^ fundamentales 
bezeichnet worden ist. Gesetzt es wäre eine ganze complexe Einheit e{w) 
durch die Form (21.) so darstellbar, dafs irgend welche der gebrochenen com- 
plexen Exponenten 3/, Jlf,, ... 3f^., in ihren Nennern f enthielten, aber 
nicht in ihren Zählern , und es wäre ^* die höchste Potenz von ^ , welche 
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in einem dieser Nenner vorkommt , so wurde der kleinste gemeinschaftliche 
Nenner , den man allen diesen gebrochenen Exponenten geben könnte , von 
der Form j * N sein, wo N eine nicht weiter durch q theilbare complexe Zahl 
in a wäre. Wenn man also eine durch die Form (21.) ausgedrückte Einheit 
zur ^* iV^ten Potenz erhöbe , so würde man die Potenz , welche eine q te Po- 
tenz einer Einheit ist, durch dieselbe Form (21.) aber mit ganzen complexen 
Exponenten, welche alle nicht durch ^ theilbar sind, ausgedrückt erhalten. 
Da dieses nicht möglich ist, so folgt, dafs die gebrochenen Exponenten itf, 
M^y ... iMf^_, in ihren Nennern niemals den Faktor j enthalten können. 

Wegen dieser Eigenschaft der Exponenten Af, ilf,, ... M^_^ kann 
man von denselben die kleinsten nicht negativen, ganzen, nichtcomplexen 
Zahlen absondern, denen sie congruent sind nach dem Modul ^, und er- 
hält so: 

(22.) M=a + qM', M,=.a, ^^M',, ... M^_, =a„., +^^;_„ 

WO die Zahlen a, a,, ... a^_, nur die Werthe 0, 1, 2, ... A— 1 haben 
können. Die Form (21.) giebt demnach folgende Form : 

(23.) e((v) e,((v) ... e^_.(fv) \s(w) e,((v) ... e^_,((v) J , 

welche ebenfalls alle Einheiten darstellt, deren Normen gleich Eins sind. 
Also alle Einheiten , deren Normen gleich Eins sind , entstehen aus den in 
der Form 

(24.) 6(w) e,((v) .... s^__^(w) 

enthaltenen, in welcher a, a,, a^_, nur alle Werthe 0, 1, 2, ... A— 1 ha- 
ben, wenn diese mit ^ten Potenzen von Einheiten multiplicirt werden. Von 
zwei verschiedenen, in dieser Form (24.) enthaltenen Einheiten kann aber 
niemals eine aus der andern durch Multiplikation mit einer ^ten Potenz 
einer Einheit erzeugt werden ; denn hätte man 

a a, a^_, b b^ *^_, ^ 

€(^) «.(^) .-. ^-.,(^) =«(W') ^,{w) ...t^^^{w) E(W) , 

90 wäre auch 

(25.) t{w) «.(w) .... «../w') =E(w) , 

und weil durch diese Form keine q te Potenz einer Einheit ausgedrückt wer- 
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den kann , ohne daüs alle Exponenten einzeln durch ^ theilbar sind, so müs- 
sen a — Ä, a, — ^1 j ••• ^^-1 — ^^-1 ^l'ß durch p, und weil es nichtcompleze 
ganze Zahlen sind, alle durch A theilbar sein , welches nur dann möglich ist, 
wenn« = 6, a^ =b^ ..• a^_^ =^^-1 > ^^^^ ^^"' dann, wenn die beiden in 
der Form (24.) enthaltenen Einheiten dieselben sind. Da die Anzahl aller 
yerschiedenen in dieser Form enthaltenen Einheiten gleich X" ist, indem jeder 
der ß Exponenten a, a,, ..• a^_, alle X Werthe 0, 1, 2, ... X— 1 annehmen 
kann, so hat man folgenden Satz : 

(IV.) Es giebt genau X" complexe Einheiten in a^ (oder 
in z)f deren Normen gleich Eins sind, von denen keine aus 
der andern durch Multiplikation mit einer ^ten Potenz einer 
Einheit abgeleitet werden kann, welche alle als Produkte von 
Potenzen von jli, in Beziehung auf ^, fundamentalen Einheiten 
so dargestellt werden können, dafs den Potenzexponenten 
alle Werthe 0, i, 2, ... A— 1 gegeben werden. 



§. 13. 

Die ambigen Einheiten und die nichtäquivalenten Ambigen. 
Schlufs auf die Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen. 

Aus den Einheiten in Zy deren Normen gleich Eins sind, werden nun 
die ambigen Einheiten in folgender Weise hergeleitet. Wenn E(z) eine 
solche Einheit ist, so bilde man den Ausdruck: 

PE(z) = i + E(z) + E(z)E(z,) .... E{z)E{z^) ... jE(z^^,), 

welcher als ganze complexe Zahl in z einfach durch F(z) bezeichnet werden 
soll. Vermöge der Grundeigenschaft des Ausdrucks PE(z)y nach welcher 

E(z)PE(z,) = PE(z) 

ist, hat man 

(1.) E(z)F(z,) = F(z). 

Die Zahl F(z), welche einer solchen Gleichung genügt, hat aber, wie im 
§• 8. gezeigt worden ist, die Eigenschaft, dafs ihre hxe Potenz, wenn h die 
Klassenanzahl der idealen Zahlen in a bezeichnet, sich in zwei Faktoren 

(2.) F(z/ = C.A(ä) 
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zerlegen läfst, deren einer, C^ eine wirkliche, ganze complexe Zahl in a ist, 
der andere , A (2;) , eine wirkliche compleze Zalil in z , deren Norm keinen 
anderen Frimfaktor enthält, als die, welche in ^2>(a) yorkommen. Diese 
Zahl A(z) genügt vermöge der Gleichungen (1.) und (2.) der Gleichung: 

(3.) E{zf A(i3,) = A(z). 

Es ist nun oben im §. 9. gezeigt worden, dafs eine jede 7js\Af{z\ 
welche einer Gleichung von der Form 

L(a)f(z,) = M(z)f(z) 

genügt, wenn sie zuerst als complexe Zahl in w dargestellt, und sodann w 
z=zuu^ u^ ... gesetzt wird, folgende Form annimmt: 

V n 1%! rtq 

(4.) f(z) = ^ u u, u, ...f(u, w,, w, •..), 

in welcher die Norm yon f{u^ 1/,, u^ ...) keinen Faktor mit ^D(a) gemein 
hat. Wendet man dieses Resultat auf die Zahl A(z) an, welche einer Glei- 
chung derselben Form genügt, nämlich für M(z) =: E(zy* und L(d) = 1, 
und beachtet, dafs die Norm von A(z) keinen anderen Primfaktor enthält, 
als ^ und die Primfaktoren der Determinante Dia), so hat man 
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(5.) A(Z) =: ^ U U^ U^ ... E{Uj 1^,1 u^ ...) 

wo E{Uy Uj, u^ ...) eine Einheit ist, weil ihre Norm weder die in ^D(a) 
enthaltenen, noch auch die in ^2>(a) nicht enthaltenen Frimfaktoren haben 
darf. Verwandelt man femer u in ua, wodurch z m z^ übergeht, so 
hat man 
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(6.) A(zJ =s ^ a tf tf, u, ... E(ua, a,, a, •••)> 

also vermöge der Gleichung (3.) 

(7.) M(ua,u,,u,. .^ ^ ^_. ^ ^^ 

Die Einheit J?(u, u,, u^ ...) ist also eine ambige Einheit« Auf dieselbe 
Weise läfst sich aus jeder Einheit in z, deren Norm gleich Eins ist, eme 
ambige Einheit erzeugen. 

Es ist nun weiter zu untersuchen, unter welchen Bedingungen zwei' 
verschiedene Einheiten E(z) imd E^(z) zwei in der Art verschiedene ambige 
eiten erzeugen , dafs die eine aus der andern durch Multiplikation mit 

Math. Abh. tUr K. Ak. d. ffhs. 1859« Nr« 2. N 
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einer Einheit in z nicht hergeleitet werden kann. Ana den beiden Einhei- 
ten E{z) und E^{z) erhalte man die Ambigen E{Uj u^^ u, •••) und J?,(ii, tf , 9 
u^ •••)> ^o ist 

(8.) ^ua^u^^u^ ^ ^^ ^(^^^ 

Wenn nun die beiden ambigeil Einheiten so beschaffen sind, dafs 
(10.) £,(m, w,, m, ...) = £(m, m,, m, ...) ^(ä), 

so erhält man aus den beiden vorhergehenden Gleichungen 

h n — n, h g 

(11.) E,(z) = a £(ä) e{z) . 

Da A nicht durch X theilbar ist , so kann man zwei ganze Zahlen b und c so 
bestimmen, dafs sie der Gleichung £A = 1 + cA geniigen, erhebt man da- 
her die Gleichung (11.) zur iten Potenz und, nimmt iA= 1 -f-cX, 90 
erhält man 

(12.) E\(z) = E{z)a E,{z) E(z) e{z) , 

imd weil eine Xte Potenz einer Einheit zugleich als eine ^te Potenz angese- 
hen werden kann, so folgt, dafs abgesehen Ton einer Potenz von a, welche 
zu jeder Einheit E{z) beliebig hinzugenommen werden kann, die Einheit 
^,(z) aus der Einheit E{z) entsteht, indem diese mit einer ^ten Potenz einer 
Einheit multiplicirt wird. Umgekehrt, wenn 

(13.) E,{z) =za' e{zy E(z) 

ist, so erhält man aus den beiden Gleichungen (8,) und (9.) : 

^ *' -Si(«t «it «« —) jb:(u, «I, ug ...)«(*)* ' 

setzt man also ^ 

M). hat man 

(16.) e(ua, tff, Uf ••.) = a e(i/, u,, Ug •.«). 



H5 

MuUplicirt man nun mit einem passend gewählten Produkte von der Form 

if^ M,*"» u^^ .••, um die complexe Einheit e(tt, w,, w, ..•) in eine com- 
plexe Zahl in k^ zu verwandeln und setzt 
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(17.) u u, u, ... c(w, w,, u^ ...) —f{w), 

so giebt die Gleichung (16.) eine Gleichung von der Form : 
(18.) /(^«) = a'/(H'), 

aus welcher folgt, Az{sf{w) nur eine Potenz von w sein kann, multiplicirt 
mit einer complexen Zahl in a. Man hat daher 
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und wenn für w der Werth uu^ w, ... gesetzt wird: 
(19.) e(i/, z/,, Uf ...) = Cu u^ u^ 
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da aber s(uyU^y u^ •••) eine Einheit ist, und darum keinen Faktor u^ li,, 
u^ ... enthalten kann, so folgt, dafs ms^s, m^ s= s^ m^ =s s ... sein mufs, 
und C eine complexe Einheit in a , also 

(20.) s(u, M., u, ...) = £(a), 

und folglich 

(21.) -E,(w, tt,, Wj ...) = E(Uy u^y u^ ...) £(a) e{zy 

Die eine dieser ambigen Einheiten entsteht also aus der andern durch Mul- 
tiplikation mit einer Einheit in z. Das gefimdene Resultat giebt den Satz: 

(I.) Alle ambigen Einheiten, welche durch Multiplika- 
tion mit Einheiten in z sich nicht auf einander zurückführen 
lassen, und nur diese, entstehen aus allen denjenigen Ein- 
heiten in is, mit der Norm gleich Eins, welche sich durch 
Multplikation mit ^ten Potenzen von Einheiten in ;e nicht auf 
einander zurückführen lassen. 

Nach dem Salze (IV«) §• 12. ist die Anzahl derjenigen Einheiten in z 
mit der Norm Eins, welche durch Mtdtiplikation mit ^ten Potenzen Ton 
Einheiten in z sich nicht auf einander zurückfuhren lassen , gleich ^^^; dah^ 
ergiebt der gefundene Satz zu^eich den folgenden : 

N2 
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(II.) Die Anzahl aller ambigen Einheiten^ welche durch 
Multiplikation mit Einheiten in z sich nicht auf einander zu- 
rückführen lassen, ist gleich A'"« 

Im §. 11. ist diese Anzahl der ambigen Einheiten mit £ = X' bezeich- 
net worden , man hat also 6 = /^t = ^, A — 2-hr — «=sjLt + r— 1, und 
demnach ergiebt der Satz (IL) §• 11. den folgenden: 

(in.) Wenn die Anzahl der in der Determinante D{a) 
enthaltenen Terschiedenen Primfaktoren gleich r ist, so ist 
die Anzahl aller wesentlich Terschiedenen, nicht äquivalenten 
Klassen der Ambigen gleich A""^'"'. 

In Betreff der wirklich yorhandenen Gattungen der verschiedenen 
Klassen der idealen Zahlen in z giebt daher der Satz (V.) §• 7: 

(IV.) Die Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen 
der idealen Klassen in der Theorie der complexen Zahlen in 
z ist nicht gröfser als A'**''"^ 

Da die Anzahl der verschiedenen Charaktere der idealen Zahlen in z 
gleich jüi + r ist , und mithin die Anzahl aller Gesamtcharaktere , oder die 
Anzahl aller angebbaren Gattungen gleich A^"^*^ ist, so kann man diesen Satz 
auch so aussprechen : 

(Y.) Die Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen 
ist nicht gröfser als der Ate Theil aller blofs angebbaren 
Gattungen oder Gesamtcharaktere. 



§. 14. 

Gongruenzbedingung für die Darstellbarkeit einer complexen 
Zahl in a als Norm einer wirklichen complexen Zahl in k^. 

Für die Anwendung dieser Theorie der complexen Zahlen auf den 
Beweis der allgemeinen Reciprocitatsgesetze reicht das gefundene Resultat 
über die Anzahl der Gattungen : dafs die Adzahl der wirklich vorhandenen 
nicht gröfser ist , als der Ate Theil der angebbaren Gesamtcharaktere, nicht 
aus , es ist zu diesem Zwecke erforderlich auf die Frage : ob der A te Theil 
der angebbaren Gesamtcharaktere auch wirklich vorhandene Gattungen giebt, 
näher einzugehen und dieselbe wenigstens in gewissen besonderen Fällen 
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Tollstänclig zu lösen. Ein Mittel hierzu gewähren die complexen Zahlen in 
(i^ und die complexen Zahlen in u^ u^y u^ ••• Da nämlich die wirklichen 
complexen Zahlen in diesen Theorieen sich als ideale Zahlen in der Theo- 
rie der complexen Zahlen in z darstellen , so kann man untersuchen , in wie 
weit es gelingt, durch diese die A"*'"* Gattungen» welche nach dem gefun- 
denen Satze Statt haben können, auszufüllen, d« h. in wie weit man für je- 
den yon den A""^' ■"* Gesamtcharakteren eine entsprechende wirkliche complexe 
Zahl in w oder in u, i/,, z/^ ••• finden kann. Die Grundlage dieser Unter- 
suchung bildet eine Congruenz imter den Charakteren C3, C^, ... C^_^ einer 
jeden idealen Zahl in Zy welche als wirkliche complexe Zahl in w dargestellt 
werden kann, welche darum jetzt hergeleitet werden soll. 
Zunächst ist es hierzu nöthig den Charakter 

^x-, = X 

in Shnlicher Weise wie die anderen ebenfalls durch Differenzialquotienten 
eines Logarithmus auszudrücken, welches vermittelst einer allgemeineren 
Formel geschehen kann , die folgendermaafsen gefunden wird : Man nehme 
eine ganze rationale Funktion der Variabeln ocy <p (x)^ vom X — 1 ten Grade, 
deren Coefficienten beliebige Constanten sein können , und bilde das Pro- 
dukt Yon A Faktoren 

(1.) n, <^(x + Ic(ar — 1)) = i(x,k). 



Dasselbe ist, als Funktion von k betrachtet , eine ganze rationale Funktion 
vom Grade A(A— 1), welche die Eigenschaft hat, dafs alle Glieder, welche 
k^ \md die höheren Potenzen von k enthalten, Vielfache von A* sind, wo- 
von man sich leicht überzeugt, wenn man bemerkt, dafs mit jedem einfachen 
k ein Faktor a' — 1 , also ein Faktor ^ verbunden vorkommt, also mit 
k" nothwendig der Faktor f , statt dessen , wenn n > A — 1 ist , auch 
^^«-x+i genommen werden kann. Jedes Glied, welches k' enthält, ist also, 
wenn 7i> A — 1 ist, durch Aj theilbar, und weil das entwickelte Produkt 
die TVurzel a nicht enthält, so kann das mit Ar" behaftete Glied derselben 
nicht durch A^ theilbar sein, ohne durch A' theilbar zu sein. Bei der Unter- 
suchung des Ausdrucks $(j;, X:) in Beziehung auf den Modul A' kann man 
also alle Glieder, welche k^ und höhere Potenzen des k enthalten, als durch 
A' theilbar vernachlässigen. Ich entwickele nun den Logarithmus 
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lf{x + Ä(a — 1)) SS /<^(jp) H j — 1 j-^^ J--5 h 

-1. JuTe^A 

wo A:''^ den Rest der Reihe yorstellt, vom Aten Gliede an« Giebt man 
dem r die Werthe 0, 1, 2 ... X— 1 und summirt^ indem man bemerkt, dafii 

{a-iy + (a* - !)• + (a' — 1)' + •., + (a^-' — 1)* = (- 1)-X 
ist y för alle Werthe des n , welche kleiner als A sind , so erhält man : 

(2.) «(«.*, =.{«(«, _ i lig^ + -iL i^ . 



■ • • 



<*-/^j + h^B 



1. 2. ... (X — 1) dx^' 

Entwickelt man nun den Logarithmus von ^(a? + X: (^* — 1)) in eine nach . 
Potenzen von k geordnete Reihe, imd nimmt yon dieser den X—i ten Diffe- 
renzialquotienten nach t;, für den besonderen Werth t; = 1 , so erhält man : 

dv^'^ ^ 1 Jx "*" 1. 2. djc* ' "*" 

1.2.3. dx^ + ••• 

welche Reihe ei^e endliche ist , und nur X — 1 Glieder hat. Die Zahlen- 
coefficienten, welche die A— Iten Differenzialquotienten yon {e" — 1)* 
sind, für i; s= 0, sind abwechselnd congruent + 1 und — 1, nach dem Mo- 
dul A, man hat daher; 

^^'f dZ^' "l dx 1. 2. "d^ *" 

"*" '•• ~ 1.2....(X-1) dx''-' ■*■ ^^^ 

WO P eine ganze rationale Funktion yon üc, des A — Iten Grrades ist, deren 
ZahlencoefiGcienten , insofern sie Brüche sind , in den Nennern kein A ent* 
halten • Die Vergleichung der beiden Ausdrücke (2.) und (3.) giebt: 

Nimmt man nun die Exponentialgröfsen imd entwickelt, indem man die 
Glieder wegläfst , wdche A' und die welche k^ oder höhere Potenzen yon k 
enthalten, so hat man 
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(4.) *(*.*) = ^(a:r(l - ^ ''""'^'^tty''"'^^ ), mod. X% 



und demnach für X: = o? : 



(5.) (^(o:) (l>iJPd) ... (pia^a""-') = ^(Är)'(l — ^iL^^^^), mod. X*. 

Wenn die Coef&cienten von <l>(x) ganze Zahlen sind, deren Summe nicht 
durch A theflbar ist, so hat man hieraus , wenn man o? = 1 setzt und durch 
^(1) dividirt: 



X-i 



(6.) N<p(a) = ^(l)^-(l - A \X^P )y "»«<*• ^*- 

för jede complexe Zahl in a , welche den Faktor ^ nicht enthält. Hieraus 
folgt weiter, weil ^(l)''""* = 1, mod. A, ist: 

(7.) 1 = —äZ^i X » ™^^- ^» 

welches den gesuchten Ausdruck des oben mit C^., bezeichneten Charakters 
durch den Differenzialquotienten des Logarithmus giebt« 

Es sei nun F(a^) eine wirkliche complexe Zahl in w , und F(a) die 
Norm derselben, welche nicht durch p theilbar seüi soU, also wenn 

F(ü^) =s A + A^w + A^w^ + ..• + -^x-i^^ 
gesetzt wird , 

-^ + -^, + -^, + ♦.. + -^x_i nicht = 0, mod. f. 

Es seien femer a, a,, ^^ •• a^^^ die nichtcomplexen ganzen Zahlen, welchen 
die complexen Coefficienten A^ A^^ A^j ... A^_^ congruent sind, nach dem 
Modul ^ , und 

90 hat man : 

F(ü^) = H^) + ^M^)y 

wo ypiiv) irgend eine complexe Zahl in (i^ ist, aus welcher Gleichung ohne 
Schwierigkeit die Congruenz 

(8.) NF(iv) = N<l> (w) , mod. Xj , 

gefolgert wird. Entwickelt man nun die Norm von ^((i^), und zwar so, dafs 
in dieser Entwickelung vorläufig iv ald eine beliebige unbestimmte Gröfse 
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betrachtet wird, so erhält man, von dem Fe r matschen Satze a^ = a, 
mod. A, Gebrauch machend, folgende Form : 

(9.) N(l>(w) = a + a.w'' + öW^ + ... «x-*^^^"'*^ + ^Ä(H^^), 

vro alle durch A theilbaren Glieder als }Ji{iv^) zusammenge&üst sind. Bezeich- 
net man nun mit g{a) die ganze complexe Zahl: 

g(a) = a + ö,a + a,a* + ... + a^"'*a^"* , 

und nimmt (v = 1, so giebt diese Gleichung: 

(10.) ^(1) Tfgia) = ^(1) + AÄ(1). 

Giebt man aber dem w in der Gleichung (9.) seinen Werth als Wurzel der 
Gleichung w^ = D{a)y und macht aus derselben eine Congruenz nach dem 
Modul X^, so erhält man, weil (v^ = 1, mod. ^ ist, indem man für Nfp(w) 
den nach dem Modul A^ congruenten Werth NF(w) = Fia) setzt: 

F{a) = a + a, D(a) + a,D(ay + ... + ö,., D(a)''' + 
^ ^^ +AÄ(1), mod. Xf. 

Die Determinante hat nach der Voraussetzung die Eigenschaft, D(a) = 1, 
mod. ^, also für a = 1, l>(i) = 1 , mod. X, man kann daher D(i) = 1 
nehmen. Hierdurch wird vermöge der Congruenz (11.) 

F(i) = g(i) + AÄ(1), mod. X% 

und wenn zur X — 1 ten Potenz erhoben wird : 

F(l)^- =^(ir- - T^giiy-' RH), mod. A«, 
also 

oder wenn fiur R(i) sein Werth aus der Gleichung (10.) gesetzt wird; weil 
^(1)*-' = 1, mod. X ist: 

Vermöge der Congruenz (7.) erhält man hieraus 

imd weil nach derselben Congruenz (7.) 
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^x-i = 5;; = dv"""^ X ' ^^^' ' 

SO hat man endlich 

Ich bezeichne nun auch diejenigen Differenadalquotienten des Loga- 
rithmus von F{e''), welche nicht als Charaktere auftreten, ebenfidls mit C 
und dem entsprechenden Index, so dafs 

C. ^ -ii^> . med. A, 

ist, für alle Werthe des n=l, 2, 3, •••A — 2. Femer bezeichne ich die 
DifTerenzialquotienten des Logarithmus der Determinante D(a) mit dem 
Buchstaben D und dem zugehörigen Index, so dafs 

2>. = \^: ^ , mod. A, 
ist, für alle Werthe des n = 1, 2, 3, ••• X — 2 und 

j^ = *--^^(^) ^ naod. A, 
welcher Ausdruck vermöge der Congruenz (7.), da D(l) = 1 ist, 

^x- = ''°"j,g'^ , mod. X, 

giebt. 

Ich mache jetzt von den bekannten Formeln der Differemdalrechnung 
Gebrauch, welche zeigen, wie die Differenzialquotienten der Funktion einer 
Funktion gefunden werden. Sei y eine Funktion von o?, und x eine Funktion 
von i;, so hat man : 
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Die Gröfsen ^, ^, ... ^ können nach bekannten Regeln auf combinatori- 
schem Wege für jeden Werlh des n gefunden werden. Aus diesen Regeln 
ergiebt sich auch, was hier von Wichtigkeit ist, dafs wenn n = A eine Prim- 
zahl ist, die Ausdrücke V^^ Fl, ... ^_, in allen ihren Gliedern den nume- 
rischen Faktor A haben. Aufserdem ist zu bemerken , dafs für n =: X , V^ 

= "«<* ^x = (^y ist. 

Ich setze nun^ = lF{e'*) und x = lD{e''). Es ist so jy* in der That 
eine Funktion yon or, wenn man den Ausdruck aus Congruenz (11.): 

F(a) = a + a,D(a) + a^D(ay + ... + a^^,D(ay'\ mod. A, 

anwendet. Für diese Werthe des ^ und jc geben die Gleichungen (13.), 
wenn nach geschehener Differenziation t; = gesetzt wird, und wenn der 
Kürze wegen noch 

für 71 = 1, 2, 3, ... A — 1, gesetzt wird: 

C,=D,g,+3D,D,g, + D]g, 

Cj,+g,_, = D,_,g, + F,g, + F,g, + ... + D)-' g,_,. 

Aus der schon oben festgesetzten Bedingung, dafs D(a) — 1 den Faktor ^ 
einmal, aber nicht öfter enthalten soll, folgt, dafe D(e'') = 1 -Kl -.^•)\//(^*) 
ist, wo '^^C^*'), für i; = 0, nicht congnient Null ist, man hat daher 2>, = 

^ ^ offenbar nicht congruent Null, nach dem Modul A, und folg- 
lich 2>^"' = 1 , mod. A, Wegen dieser Congruenz fällt die Gröfse g,,^, 
aus der letzten Congruenz von selbst weg und man hat A — 1 Congruenzen, 
aus welchen die A— 2 Gröfsen g^^ g^y g^ ... g^^^^ zu eliminiren sind, um 
die gesuchte Congruenz unter den Gröfsen C7,, C^, C, ... C^_^ zu erhalten. 
Diese Elimination wird am leichtesten auf folgende Weise ausgeführt. 
In der allgemeinen Formel (13.) setze man : 



in 



80 hat man für n = X und i; = : 

(15.) ^^ ^'^^'^ ä. ) = F,/F(l) + V,g, + ^g^3 + ... + 

entwickelt man nun denselben Differenzialquotienten nach der bekannten 
Formel ftir die Differenziation eines Produkts Ton zwei Faktoren , so erhält 
man für i; = , indem man von den oben festgesetzten Bezeichnungen der 
Differenzialquotienten von IFie") imd IDiß") Gebrauch macht: 

(16.) ■"-' <'^"'' ^^') = i^^ IFW + ^ D.., C, + 



dv'^'-' 
1.2 



D,_,C,+ ... +D,iC,_,+g,_,). 



Vergleicht man nun diese beiden Ausdrücke mit einander , indem man be- 
achtet, dafs 

und dafs ^, ^, ... /^_, alle den Faktor X enthalten, so erhält man, wenn 
man die Vielfachen von X wegläfst, folgende Congruenz: 

(17.) 2>,_, C. - D,^, C, + D,,, C, ^ ... -- D, C,_. = 0, mod. A, 

welches die gesuchte Congruenz ist. 

Es soll nun gezeigt werden , dafs diese Congruenz auch die einzige 
Bedingung enthält, welche diese Gröfsen C, , C., ... C^_^ erfüllen müssen, 
damit eine wirkliche Zahl F{w) existire , deren Norm F{a) irgend welche 
gegebene Werthe der Gröfsen C,, C,, ... C^_^ habe. 

"Wenn in den ersten A — . 2 Congnienzen bei (14.) die A -- 2 Gröfsen 
^i> C',, ..• C^_^ als gegebene betrachtet werden, so lassen sich durch die- 
selben die A— .2 Gröfsen g,i g^y ••• g'x-« vollständig bestimmeü, weil D^ 
nicht congi'uent Null ist, durch diese Gröfsen g,j g^^ ... g^^t werden nun 
weiter die Zahlen a, a,, a^, •». a^_^ in folgender Weise bestimmt: Man 
bat , wenn u irgend eine Funktion von v ist , unter den Differenzi^uotien- 
teü von u und denen des Logarithmus von u folgende Gleichungen : 

02 
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(18.) 
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Nimmt man nun u:=zg{e'') und setzt nach geschehener Differenziation t;=0, 
so hat man , indem man von der Bezeichnung der Differenzialquotienten des 
Logarithmus von gie") durch g^j g^y .*• g^_^ Gebrauch machte und auÜser- 
dem der Kürze wegen 

dQ* • 

nimmt, folgende Gleichungen : 

(19.) i, =h,g, +2b,g, + b,g, 

^x^9 — *'x-s6i ^^ ^^ *'x-%öt ^^ J7J *'x-.» gj "t- ••• 

+ *o g'x-2 • 

Vermittelst dieser Gleichungen, welche man auch blofs als Gongruenzen 
nach dem Modul A aufzufassen braucht, kann man nun, wenn g^y g^^ ••• 
^x.f gegeben sind, die Gröfsen 6,, &,, ••• b^_^ vollständig bestinunen, wo- 
bei der Werth des b^ unbestimmt bleibt. Endlich hat man aus dem Aus- 
drucke des g(a)i 

giß") = a + ö,e' + ö,^*' + .... + öx-i^^^"*** 
die Gongruenzen: 

Äo— ö = ö, + «1 + a, + .•. + «x., 

J, = lö, + 2ö, + 303 + ...+ (A— l)öx-i 

(20.) b, = l«a. + 2^a. + S'a, + ... + (X-1)*ö,., 

C = l^-«i, + 2^-'a, + 3^-«a3 + ... + (X- D^^'a,.,, 

aus denen, weil die Determinante dieses Systems nicht durch X theilbar ist, 
die Zahlen ^i, a^, ... ^x.i vermittelst der gegebenen &,, d^, ... b^_^ be- 
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stimmt werden, wobei a zugleich mit h^ mibestimmt bleibt. Für alle gege- 
b^ien Werthe von C,, C^y C^ ••• C^_^ giebt es darum stets zugehörige 
Werthe der Zahlen a, a,, a^ ... a^_^ , und demnach auch zugehörige Wer- 
the der A^ A^^ A^ ... A^_^ , welche nur dadurch bestimmt sind, dafs sie 
den Zahlen a, a,, a^ ... a^_^ nach dem Modul ^ congruent sein müssen. Es 
giebt also auch wirkUche complexe Zahlen 

F(w) z=z A -^ A^w + A^w^ + ... + A^_^ w^'' , 

welchen die Gröfsen C,, C,, ... C^^^ angehören, för alle Werthe, die man 
denselben beilegen mag, und wenn die letzte dieser Gröfsen C^_^ aus 
den übrigen durch die Congruenz (17.) bestimmt ist, so gehört auch diese 
der complexen Zahl F(w) an. Das Resultat dieser ganzen Untersuchung ist 
in dem folgenden Satze enthalten : 

(I.) Wenn eine complexe Zahl -F(a) die Norm einer wirk- 
lichen complexen Zahl in m^, der Determinante Z>(a) ist, so mufs 
sie der Congruenz 

2>,.. C, - D,^, C. + Dx.s C, - ... - D. C,., = 0, mod. X, 
genügen, in welcher 

C — ^0 ^ n^O n _ ^o/^(0 

für n = 1, 2, 3, A — 2 und 

^ _ 1 — NFjtt) j^ _ i^ND(a) 
^x-i — X * -^x-i — 3l * 

und wenn die Zahlenwerthe der Gröfsen C,, C, , Cg, .... C^_, 
irgend wie gegeben sind, mit der alleinigen Bedingung, dafs 
sie dieser Congruenz genügen, so kann man stets eine wirkli- 
che complexe Zahl F(iv) der Determinante D(a) angeben, de- 
ren Norm F(a) diese gegebenen Zahlenwerthe der Gröfsen C,, 

^i> ^3> •••• ^x-t hat. 

Die Congruenz (17.), welche för die Theorie der complexen Zahlen 
in (V Yon grofser Bedeutung ist , und namentlich dadurch sich auszeichnet, 
dafs die Norm F(a) und die Determinante D(a) in denselben vollkommen 
synunetrisch vorkommen , kann auch in eine andere höchst einfache Form 
gebracht werden, welche ich mit Hülfe eines in meiner Abhandlung über 
die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reciprocitätsgesetzen, 
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Grelle's Journal, &d. 44. bewiesenen Satzes hier entwickeln will. Ich 
habe daselbst, pag. 144, folgende Formel bewiesen : 

Ind. fia) = Ind. </»,(«) + i; ^i^ifl> . ^^^;äP. mod. X, 

in welcher <p (a) eine beliebige complexe Zahl ist , die nur der einen Bedin- 
gung unterworfen ist , dafs sie einer nichtcomplexen , yon Null verschiede- 
denen Zahl congruent ist, nach dem Modul ^', und <^,(a) dieselbe Zahl dar- 
stellt als <p (a) , aber primär genommen , wo ferner das Zeichen des Index : 
Ind. auf die Primzahiy(a) sich beziehend, durch die Gleichung 

/^\_„ Ind. ^(a) 
VA«)/ - 

definirt ist. Es ist nun für den gegenwärtigen Zweck nöthig , die complexe 
Zahl «^ (a) auch noch von der einen ihr auferlegten Beschränkung zu befreien, 
dafs sie nach dem Modul ^' einer nichtcomplexen Zahl congruent sein soU^ 
welches geschieht , indem sie mit einer beliebigen Potenz yon a multiplicirt 
wird. Man hat 

Ind. (a* <p(a)) = Ind. <p(a) + k Ind. (a) , 
femer ist 

dv ~ * d^ — rfc;*- > 

und weil nach der Definition des Legeudreschen Zeichens oder des Index 

Ind. (a) = ^ilS!^ 

ist, so hat man, wenn anstatt a^ <^<a) einfach p(ja) geschrieben wird : 
(21.) Ind. ^(a) = Ind.cp,(a)- ^^^ZlfO (In^) + 

V* d%^l^(en d\-^'lfie^) 

in wdicher Formel </^(a) eine jede beliebige (nicht durch ^ theilbare) com- 
plexe Zahl ist, und tp , (a) dieselbe in der primären Form. 

Verallgemeinert man nun das Legendresche Zeichen in der Art, dafs 
es auch auf zusammengesetzte Moduln anwendbar ist, indem man definirt, 

dafs wenn >//(a) = £(a) /(ä)*" /,(ar« /,(«)"'« .... ist, wo E{a) eine Ein- 
heil bezeichnet , 
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tn fn » tn, 



fiM\ — fi(*l\ f*M\ ri>(«)\ 

\H*)J — \f{*)J \/,(«)/ \M«)/ "" 

sein soll, und verallgemeinert man demgemäfs auch das Zeichen des In- 
dex Ind. , so dals es auch für die zusammengesetzte Zahl 4' (<"■) durch die 
Gleichung 

(tM\ _-Ind. ^(a) 
definirt ist, und bemerkt, dals für den angegebenen Werth des NpCa) 






SS II* ? + 7n, ■ r -1- ..... 



so erhält man die allgemeinere, für alle beliebigen, nicht durch o theilbaren 
Zahlen <p (d) und -4/ (a) geltende Gongruenz : 

(22,) Ind. <p(«) = Ind. <^.(a) - ^^^ . 1=^> + 

welche auch so dargestellt werden kann : 



wo 

* = ~ do l *" 

"*" f • "dT'^ d,,^-" — » mod. A. 

Diese Formel giebt auch einen neuen Ausdruck für den Index einer 
beliebigen Einheit E(a). Nimmt man nämlich in derselben ^, (a) ^ 1 , so 
ist <p (a) eine ganz beliebige Einheit E(a), und man hat : 

(24.) Ind. E(a) = - ^^^ . i=^> + 






oder was dasselbe ist : 
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(25.) (^'\=a~^' ^ « "'" "^^"^^ 

\yfy(a)J 

Um nun die gefundene Formel (22.) auf die Umformung der Con- 

gruenz (17.) anzuwenden, nehme ich zunächst <p(a) = F(a)y -4/(0) =s D(a)^ 

und setze F(a) = E(a) F, (a), wo F^(a) primär sein soll, und E(a) eine 

Einheit ist. Für diese Zahlen F{a) und D{a) giebt die Gongruenz (22.) 

unter Anwendung der eingeführten Zeichen fiir die Differenzial^otienten 

der Logarithmen der betreffenden complexen Zahlen : 

(26.) ind. E{a) = - C, 7),^. + C, D,., + C,7>,., + ... + C^_,D, , 

wo das Zeichen des Index: ind. auf den Modul D{a) sich bezieht Setzt man 
zweitens in der Formel (22.) <^(a) = Dia)^ \(/(a) = F{a) und D(a) = 
€(a)7),(a), wo W,(a) primär sein soll, und t{a) diejenige Einheit, welche 
aus D(a) herausgehoben werden mufs, damit es primär werde, so hat man: 

(27.) Ind. f (a) = -D, C,.. + /).C,.. + 2),C,., 4- ... + D.^.C^, 

wo der Index: Ind. auf den Modul F{a) sich bezieht. Vergleicht man end- 
lich die beiden Ausdrücke des ind. E{a) imd des Ind. c(a) mit der Gongru- 
enz (17.), so hat man die gesuchte Umformung derselben, nämlich: 

(28.) ind. £(a) = Ind. «(a), mod. A, 

welche in den Legendreschen Zeichen so ausgedrückt wird : 

Dieses Resultat kann nun vollständig so ausgesprochen werden : 

(11.) Die Gongruenz, welcher eine jede complexe Zahl 
F{a) genügen mufs, wenn sie als Norm einer wirklichen com- 
plexenZahl in w der DeterminanteD(a) darstellbar ist, nämlich: 

/>x_, C, — i>x-£<^* + ^x-, ^5 — ^1 <^x-i = 0, mod. A, 

ist gleichbedeutend mit der Gleichung: 

\D(ct)J — \F(a)J' 

in welcher E{a) und €(a) diejenigen Einheiten bezeichnen, 
welche durch die Gleichungen 

F(a) = E(a) F.(a) , 7>(a) = «(a) D^a) 

bestimmt werden, in denen F^(a) und D^{a) primär sind. 
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§. 15. 

Sätze über die genaue Anzahl der wirklich vorhandenen 

Gattungen der idealen Zahlen in z. 

In den jetzt folgenden Untersuchungen wird eine besondere Art yon 
complexen Primzahlen in a auftreten, welche in einigen allgemeinen Sätzen 
Ausnahmen begründen, oder doch eine besondere Behandlung erfordern, 
nämlich die complexen Primzahlen, welche die besondere Eigenschaft 
haben, dafs alle Einheiten für sie Ate Potenzreste sind. Wenn ^^(a) eine 
complexe Primzahl dieser besonderen Art ist, so zeigt der bei (i24,) §• 14* 
gegebene Ausdruck des Index einer beliebigen Einheit, dafs für dieselbe die 
Ausdrücke 

alle einzeln congruent Null sein müssen, nach dem Modul A, und umgekehrt, 
wenn diese Ausdrücke alle congruent Null sind , daüs jede beliebige Einheit 
E(a) ein Ater Potenzrest von •v^(a) ist. In Rücksicht auf dieses Verhalten 
gegen die Einheiten unterscheide ich darum zwei verschiedene Arten von 
complexen Primzahlen , und nenne diejenigen complexen Primzahlen in a, 
welche die besondere Eigenschaft haben, dafs fiir sie alle Einheiten in a Ate 
Potenzreste sind : complexe Primzahlen der zweiten Art, diejenigen 
aber, welche diese besondere Eigenschaft nicht haben, complexe Prim« 
zahlen der ersten Art. 

Ich bemerke, dais in der Theorie der quadratischen Reste, wo es 
sich nur um gewöhnliche ganze Zahlen handelt , den hier als Primzahlen der 
ersten Art bezeichneten die Primzahlen von der Form 4n+3 entsprechen, 
dagegen den als Primzahlen der zweiten Art bezeichneten die Primzahlen von 
der Form 4n+ i. Es giebt nämlich hier nur die beiden Einheiten -|- 1 
und — 1 , und diese sind für die Primzahlen der Form 4n + i beide qua- 
dratische Reste , fiir die Primzahlen der Form in + 3 aber ist — 1 ein 
Nichtrest. 

Ich wende nun den im vorigen Paragraphen gefundenen Satz (I.) auf 
die Bestimmung der genauen Anzahl der Gattungen der idealen Zahlen in j:; 

Math. Abh. der K. Ak. d. FTiss. 1859. Mr. 2. P 
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an, und zwar zunächst für den Fall, daüs die Determinante D(a) nur einen 
Primfaktor enthält. Wenn die als Charaktere bezeichneten Gröüsen 

deren jede in Beziehung auf den Modul A die Werthe 0, 1, 2, ••• A -i- 1 
haben kann , irgend wie gegeben sind , so kann man , da noch die Grröisen 
C^j C^, C^, ... C^_3 verfügbar bleiben, diese im allgemeinen so wählen, 
dafs der Gongruenz 

2>,_, C, - D,., C. + D,_3 C, -D, C,_, = 0, mod. A, 

genügt wird. Nur in dem einen besonderen Falle wird diels nicht möglich 
sein, wenn von den Gröfsen C,, C,, C,, ••• C^., keine in dieser Congni- 
enz vorkommt, also nur dann, wenn die Determinante D{aj so beschaffen 
ist, dals für dieselbe die Grölsen 

D3, D., D„ ... D,.., D,^, 

alle einzeln congruent Null sind. In diesem Falle können die genannten 
Charaktere einer idealen Zahl in z , welche sich als wirkliche complexe Zahl 
in iv darstellen läfst, nicht mehr alle beliebigen Werthe haben, sondern nur 
diejenigen Werthe, welche der Congruenz 

(1.) D,_, C3 + 2>,.. C, + ... + D, <:,.. - D. C,., = 0, mod. A, 

genügen. Für alle anderen Determinanten D (a) aber , welche nicht diese 
besondere Eigenschaft haben, kann man, wie auch die Charaktere C,, C^, 
••• C^.c, C^., gegeben sein mögen, stets wirkliche complexe Zahlen in u^ 
finden , welche , als ideale Zahlen in z betrachtet , diese gegebenen Charak- 
tere haben. Da die Anzahl dieser Einzelcharaktere gleich fx = ^ ist, und 
jeder die A Werthe 0, 1, 2 ... A ^ 1 haben kann, so folgt, dais die Anzahl 
aller Werthverbindungen derselben gleich A'* ist, dais also A'' Gattungen 
wirklich existiren , da man zu jeder derselben ideale Zahlen angeben kann, 
welche sie enthält. Da femer nach dem Satze (IV.) §• 13, in dem vorlie* 
genden Falle, wo die Determinante nicht mehr als einen Primfaktor ent» 
hält, nicht mehr als A'' Gattungen existiren, so folgt, dafs der mit K be* 
zeichnete Charakter durch die Charaktere C3, (7^, ... C^_, vollständig be* 
stinmit ist, so dafs alle idealen Zahlen in z, welche dieselben Werthe dieser 
Charaktere haben , auch denselben Werth des Charakters JEC haben müssen. 
Der Ausnahme&U, in welchem D3, D^, ••• />x-.i ^^ congruent Null sind, 
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med. X, tritt nur dann, und immer dann ein, wenn die eine in der Deter» 
minante D{a) enthaltene Primzahl eine complexe Primzahl der zweiten Art 
ist, denn diese Bedingungen stimmen mit den oben för die Primzahlen 
der zweiten Art angegebenen vollständig überein. Man hat also folgende 
zwei Sätze : 

(L) Wenn die Determinante nur einen Primfaktor ent- 
hält, und zwar eine Primzahl der ersten Art, so ist die Anzahl 
der wirklich vorhandenen Gattungen der idealen Zahlen in z 
genau gleich A'", also genau gleich dem Aten Theile aller angeb- 
baren Gesamtcharaktere, und der Charakter ÜT ist durch die 
Charaktere C,, C^, ... C^_^ vollständig bestimmt. 

(£[.) Unter derselben Voraussetzung enthält jede wirklich 
vorhandene Gattung solche ideale Zahlen in z, welche sich als 
wirkliche complexe Zahlen in w darstellen lassen. 

Es soll nun weiter auch in dem Falle, wo die Determinante zwei ver- 
schiedene Primfaktoren enthält , untersucht werden , in wie weit es gelingt, 
die X'^^ Gattungen, welche nach dem Satze (IV.), §• 13. noch Statt haben 
können, durch solche ideale Zahlen in z, welche sich als wirkliche com- 
plexe Zahlen in u, u^ darstellen lassen, vollständig auszufüllen, imd dadurch 
nachzuweisen , dafs die Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen in die- 
sem Falle genau gleich X'"*'' ist. Es sei nach der im §. 9. eingeführten 
Bezeichnung 

u = e(d)f(a) , w, = e,(a)f,(a) 

X X 
(2.) ^(«) = ^ ^i > ^ = ^^1 

F(U, U,) =^, A, U U, 



y^o |Ar— 7i| und |Är— 7i,| die kleinsten nicht negativen Reste von k^n und 
X: — n«, nach dem Modul A, bezeichnen. Es sei femer: 

(3.) NFX^) = F\a), NF{u, u,)^F{a), 

eia)f(a) = d(a), e,{a)f,(a) =*(a), 

P2 
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so ist 

(4.) FXa) = d(a) *(a) ' F(a) . 

Weil nun F\w) eine wirkliche complexe Zahl in (i^ ist, deren Norm 
den Faktor ^ nicht enthält, so findet für dieselbe die Congruenz des Satzes 
(I.)§. 14. Statt: 

(5.) 2>,., C[ - D,.. C; + ö,., C; - ... - D, CL. = O, mod. A, 

in welcher 

W = —jp > ^x-i — 1 

gesetzt ist. Bezeichnet man dem entsprechend die Differenzialquotienten 
der Logarithmen für die complexen Zahlen d(a) und ^(a) durch 

o* — —37 y «x-i 3c > 

A — -7?— . ÖX-. — — 3C ^ 

so hat man vermöge der Gleichung (4.) : 

(6.) Cl = nd^ + 71,^^ + C^ , mod. A, 

und vermöge der Gleichung D{a) =s d{a) &(a) : 

(7.) 2>^ = dli + ^^, mod. A, 

für alle Werthe ä; = 1, 2, 3, ... A — 1. Setzt man diese Ausdrücke in die 
Congruenz (5.) ein , indem man der Einfachheit wegen die Summenzeichen 
gebraucht, so hat man 

(8.) x\ (-1)* (c?x-. + K^) {C, + nd, + n, Ä,) =0, mod. A, 

1 

und wenn die Multiplikation unter dem Summenzeichen ausgeführt wird : 

+ /i.2(-i)* d^^K +/i,S(-i)* *x-.** =0, mod. A. 

Die zweite und fünfte dieser Summen verschwinden von selbst, weil in ihnen 
die vom An£mge und vom Ende gleich weit entfernten Glieder gleich sind 
imd entgegengesetzte Vorzeichen haben, die vierte Siunme aber ist gleich 
der dritten mit entgegengesetzten Vorzeichen , wie man sogleich sieht, wenn 
man in derselben Ar -* A statt k setzt. Man hat daher folgende Congruenz, 
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welcher alle complexen Zahlen F(a) genügen müssen , die sich als Normen 
von wirklichen complexen Zahlen iau, u, darstellen lassen: 

<9.) S (- 1)* (d,_, +*,_,) C, + (n - n, ) S (^ i)* K-, d, = 0, mod, A. 

Um diese Congruenz in einer übersichtlicheren Form darzustellen, führe 
ich folgende abgekürzte Bezeichnmigen der auch in dem Folgenden mehr- 
fach wiederkehrenden Ausdrücke ein : 

mS = — dj^^^ C^ + d^_^ C, + d^^^C^ + ... + d, C^.,, 

(10.) ms = — dy^_^ ^^ + d^_, Ä; + d^_^ J^ + ... + d^ ^^^^^ mod.X. 

T = - (d, + Ä.) C,., + {d, + *.) C,.. + (J, + ÄJ C,., + 

+ ... + (d^^^ + *^_s) C3. 

Vermittelst dieser Zeichen stellt sich die gefundcAe Congruenz (9.) in fol- 
gender Weise dar : 

(11.) T — mS — m^S^ -I- (n — n,) {ms — m,*,) = 0, mod. X. 

Es ist nun auch umgekehrt zu zeigen, wenn die Werthe der Gröfsen 
C,, C^f C^^ C^f ... C^_^ und der Zahlen n und n^ irgend wie gegeben sind, 
mit der einzigen Bedingung, dafs sie dieser Congruenz (11.) genügen, dafs 
man stets eine wirkliche complexe Zahl in u, u,, F(Uf u^) finden kann, 
welcher diese Werthe angehören. Man kann zunächst, wie oben gezeigt 
worden ist, immer wirkliche complexe Zahlen F'{w) finden, denen die 
Werthe C|, C^, C,, ... C^., angehören, wenn dieselben irgend wie so ge- 
geben sind , dafs sie der Congruenz (5.) genügen. Ist nun F^iv) eine sol- 
che passende Zahl, so ist allgemein F\(i^) + ^'4^(^) eine complexe Zahl, 
welche dieselben Werthe der Gröfsen C|, CJJ, C,, ... C^^^ giebt, wo >^'(<v) 
vollständig beliebig ist; denn es ist die Norm von FX(i^) + ^>p(iv) der Norm 
Ton FXiv) congruent, nach dem Modul A^. Die beliebige Zahl 'v^(fv) kann 
nun immer so bestimmt werden, dafs in der complexen Zahl F\iv) -f- ^'v^(^) 
die ersten n Coefficienten durch u^ = d(a) theilbar sind , der n -t- 1 te aber 
nicht theilbar durch ^(a), und daüs die ersten n^ Coefi&cienten durch u\ =s 
i(a) theilbar sind, der n^ -t- Ite aber nicht theilbar durch ^^(a). Hier- 
durch wird aber 
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und die Gongruenz (5.) geht in die Gongruenz (il*) über, welche letztere 
darum die nothwendige und hinreichende Bedingung giebt , dafs wirkliche 
complexe Zahlen F{u^ u^) existiren, denen gegebene Werthe von C« , C^^ 
C3, ••• ^x-i> TinnA 71, angehören. 

Ich ziehe nun auch einen der beiden mit K und ÜT, bezeichneten 
Gharaktere mit in Betracht , welche in dem vorliegenden Falle Statt haben, 
wo die Determinante die beiden yerschiedenen Primfaktoren y(a) undy,(a) 
enthält. Der Charakter K ist definirt durch die Gleichung 



(«.) m) = <^. 



in welcher F^{a) die complexe Zahl F{a) = NF(u, u^) in ihrer primSren 
Form bezeichnet. Da nämlich die Gharaktere für die Normen der idealen 
Zahlen in z Statt haben , yon welchen festgesetzt worden ist , dafis sie stets 
in der primären Form genommen werden sollen, so ist in dieser Bestimmung 
des Gharakters K die Norm der idealen Zahl in z nicht in der , gewöhnlich 
nicht primären Form zu nehmen, in welcher sie als Norm der wirklichen 
Zahl F{u^ u^) erhalten wird, sondern auf die primäre Form zu bringen« 

Aus der bei (2.) gegebenen Form der complexen Zahl F{Uj u,), in 

welcher das 71 -1- 1 te Glied: A, u/'^"""*' das einzige ist, welches u nicht ent- 
hält, folgt nun, dafs in der Norm NF(u, u,) das Glied A^ J'*-'*«!^ das ein- 
zige sein mufs, welches u^ nicht enthält, man hat daher die Gongruenz : 

F(a) = A!: *(a) ' , mod. d{a), 
welche folgende Gleichung giebt: 

<*^-) Käw) - te; 

Man kann nun, weil d(a) =s ^{o)f{f^'^ ist, die Gleichung (12.) auch in fol- 
gende Form setzen : 

und erhält so , indem man die in diesen beiden Gleichungen enthaltenen 
Legendreschen Zeichen für das nicht primäre F{a) und für das zugehörige 
primäre F^{a) nach der Formel (23.) §.14. aufeinander zurückfuhrt: 

d{a)) ~ " 
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und weim man Ton dem bei (lO.) angegebaien abgekürzten Zeichen Ge* 
brauch macht : 

(15.) (s^)""""' = a'^'^"*^. 

Ich nehme nun die in &(a) enthaltene Primzahl f^^ (a) primär , also auch 

fii^T^^ primär, und drücke wieder nach der Formel (23,) §. 14. das Le- 
gendresche Zeichen der Gleichung (15.) für das nichtprimäre ^(a) durch 

das entsprechende Zeichen für das zugehörige primäre y,(a)'"< aus, so ist: 

\d{a)) — \d{a)) 

und wenn von dem bei (10.) angegebenen abgekürzten Zeichen Gebrauch 
gemacht wird : 

Weil nun d{a) = e{d)f{af ist, so ist 

und wenn 

\7(^/ 

gesetzt wird, so erhält man aus den Gleichungen (15.) und (16.) die Con- 
gruenz 

(17.) K+S= (n — n,) {m, i + s), mod. A. 

Vermittelst der beiden Gongruenzen (11.) und (17.) kann nun die 
Frage: ob es möglich ist för jede der A'"*'* Werthyerbindungen , welche die 
Charaktere C,, C^, ... C^., und ÜThaben können, eine ideale Zahl in 2 zu 
finden, welche sich als wirkliche complexe Zahl in u, u, darstellen läfst, voll- 
ständig gelöst werden ; denn wenn für alle möglichen gegebenen Werthe der 
Charaktere C3, C,, ... C^^, und ^'die verfügbar bleibenden Werthe der Grö- 
isen Cf , C,, C^y ^ C^., und der 2iahl n — n, sich so bestimmen lassen, daüs 
diesen beiden Congruenzen genügt wird , und auch nur unter dieser Bedin- 
gung, giebt es für alle Werthverbindungen dieser Charaktere auch wirkliche 
complexe Zahlen in u, u« . Bei der grofsen Anzahl der verfögbar bleiben- 
den Grölsen , nämlich fx + 1 » mittelst deren man nur zwei Congruenzen zu 
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genügen hat , ist klar y dafi) die Aufgabe im Allgemeinen ünmer lösbar sein 
wird, imd dafs wieder nur gewisse besondere Werthe der Determinante 
D(a) Ausnahmen begründen können. Für den Zweck der gegenwärtigen 
Abhandlung ist es nicht erforderlich , diese Ausnahmen einzeln zu erörtern, 
es reicht yielmehr hin , nur den einen Fall yollständig zu untersuchen , wo 
von den beiden in der Determinante enthaltenen Primzahlen y*(a) undy, (a) 
in Beziehung auf die Einheiten die eine der ersten Art, die andere der zwei- 
ten Art angehört , uud wo die Primzahl der ersten Art y, (a) Nichtrest der 
Primzahl der zweiten Arty(a) ist. 

In diesem besonderen Falle hat man, weil in Beziehung aufy(a) und 
darum auch in Beziehung auf d{a) alle Einheiten Ate Pötenzreste sind : 

c?3 = 0, d^= 0, ... d^_^ = 0, dj^_^ = 0, mod. A, 

und darum 

1^ = und ^ = 0, mod.X, 

die beiden Congruenzen (11*) und (17.) nehmen daher folgende einfachere 
Formen an : 

(18.) T^m,S,-(n-n,)m,s, = 0, 

moci* A. 
(19.) JST- {n - n,) m, i = 0, 

Weil nach der Voraussetzung y*,(a) Nichtrest vony*(a) ist, so ist i nicht =0, 
mod. A, und da auch m, nicht durch A theilbar ist, so folgt, dafs der Gon- 
gruenz (19.) durch passende Bestimmung der Zahl n — n^ immer genügt 
werden kann. In der Gongruenz (18.) kommen nun die noch verfügbaren 
Gröfsen C,, C,, C^, ... C^^, alle nur linear vor, sie wird also durch diesel- 
ben stets erfüllt werden können , wenn diese nicht alle aus der Gongruenz 
dadurch verschwinden, daüs die Gröfsen, mit denen sie multiplicirt sind, 
alle einzeln congruent Null sind« Diese Gröfsen, mit denen sie behaftet 
vorkommen, sind folgende: d^ + ^3, d^ + ^g, ... d^_, + Äj^__^, J^_, -f. &^^^ 

oder weil Jj, c?^, <^x-2j ^x-i ^^e congruent Null sind, ^3, ^,, 

K^t 9 ^x-f > ^^^ ^^ f\ (^) ß^<^t ^cr Voraussetzimg eine Primzahl der ersten 
Art ist, so sind dieselben nicht alle congruent Null, es kann also auch 
der Gongruenz (18.) immer genügt werden. Man kann also zu jeder der 
A""*"* Werthverbindungen , welche die Charaktere C3, C^, ... C^_^ und K 
haben können, zugehörige ideale Zahlen in z angeben, und zwar solche, 
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welche als wirkliche complexe Zahlen iau^ u, darstellbar sind. Es existiren 
also A'*'**' Gattungen der idealen Zahlen in z als wirklich vorhandene, und 
da nach dem Satze (IVO? §• ^^* ^ ^^^^ gegenwärtigen Falle, wo die Deter- 
minante zwei yerschiedene Primzahlen enthält, nicht mehr als A'^' wirklich 
vorhanden sein können, so folgt, dafs diefs die genaue Anzahl derselben ist* 
Man hat demnach folgende zwei Sätze : 

(in.) Wenn die Determinante zwei verschiedene Prim- 
faktoren enthält, und zwar einen der ersten Art /^(a) und 
einen der zweiten Art y(a), und wenn/*, (a) in der primären 
Form ein Nichtrest vony(a)ist, so ist die Anzahl der wirklich 
vorhandenen Gattungen der idealen Zahlen in z genau gleich 
A"** , also genau gleich dem Aten Theile aller angebbaren Ge- 
samtcharaktere, und der Charakter K^ ist durch die Charak- 
tere C3, Cj, ... Cx«, und jBT vollständig bestimmt. 

(IV.) Unter denselben Voraussetzungen enthält jede wirk- 
lich vorhandene Gattung solche ideale Zahlen in jz, welche 
sich als wirkliche complexe Zahlen in Uj u^ darstellen lassen. 



S. 16. 

Allgemeine Bestimmung der genauen Anzahl der wirklich 
vorhandenen Gattungen für die idealen Zahlen in z. 

Die vollständige Erledigung der Frage nach der wahren Anzahl der 
wirklich vorhandenen Gattungen der idealen Zahlen in z, namentlich auch 
für diejenigen Determinanten , welche in den im vorigen Paragraphen gege- 
benen Sätzen Ausnahmen begründen, kann mit den daselbst angewandten 
Mitteln , nämlich mit Hülfe derjenigen idealen Zahlen in z , welche sich als 
wirkliche complexe Zahlen in w oder i/, u^y u^ ... darstellen lassen, nicht 
geleistet werden ; weil für gewisse Determinanten in der That solche Gat- 
tungen existiren, denen keine, als wirkliche Z^ahl in w oder in i/, i/^, u^ ••• 
darstellbare, ideale Zahl in % angehört. Die wahre Anzahl der wirklich 
vorhandenen Gattungen ist auch in diesen Fällen immer genau gleich dem 
Aten Theile aller angebbaren Gesamtcharaktere, nach der Methode aber, 
dxurch welche ich die Richtigkeit dieses Satzes begründet habe , sind zu dem 

Math. Abh. der K. Ak. d. ßTiss. 1859. Nr. 2. Q 
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Beweise desselben die Reciprocitätsgesetze selbst erforderlich. Dessentm- 
geachtet will ich diese Untersuchung hier so weit durchfuhren, dafs sie durch 
den nachher zu gebenden Beweis der Reciprocitätsgesetze vollständig abge- 
schlossen wird , und zwar hauptsächlich aus dem Grunde , weil der Haupt- 
satz , auf welchem diese Methode beruht, auch in dem Beweise der Reci- 
procitätsgesetze seine Anwendung finden wird. Dieser jetzt zu beweisende 
Satz ist folgender : 

(L) Wenn F(a), F,{a)y F^(a) ... -F,_,(a) wirkliche complexe 
Zahlen sind, welche die eine Bedingung erfüllen, dafs das 
Produkt 

m Till "* t "*• — I 

Pia) F,(a) F,(a) .... F._.(a) 

für ganzzahlige Werthe der Exponenten m, m, , m, .... m,_, 
nicht anders eine Ate Potenz werden kann, als wenn diese 
Exponenten alle congruent Null sind, nach dem Modul A, so 
giebt es stets unendlich viele verschiedene Primzahlen ^(a), 
in Beziehung auf welche die Indices der complexen Zahlen 
F(a), i^i(a), ... F,_,(a) beliebig gegebenen Zahlen proportional 
sind, nach dem Modul A. 

Um diesen Satz zu beweisen, wende ich die Methode von Hm. Diri- 
c hl et an, durch welche derselbe den Satz bewiesen hat, dafs in jeder arith- 
metischen Reihe, in welcher nicht alle Glieder einen gemeinschaftlichen Fak- 
tor haben, unendlich viele Primzahlen enthalten sind. Ich setze 

(1.) F(a) F,(a) * F,(a) ' ... F.^/a) "*"* = D(a) 

und bilde das unendliche Produkt : 

1 _ V» (g)/ I = A , 

in welchem das Produktzeichen n auf alle unendlich vielen verschiedenen 
Primzahlen (f>(a) sich bezieht, mit Ausschlufs der in ^D(a) enthaltenen, 
welches Produkt bereits im §. 6., bei der Untersuchung der Elassenanzahl 
der idealen complexen Zahlen in (v, seine Anwendung gefunden hat. 
Der Logarithmus von Iij^ entvrickelt giebt: 
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(3.) log. A = 2 V» («)/ + -f S W («)/ 



3 



4-S V<f>(«)/ 



wo die Summenzeichen auf alle yerschiedeuen , nicht in D (a) enthaltenen 
Primzahlen <p(a) zu beziehen sind. Alle diese Summen, mit Ausschlufs der 
ersten , haben die Eigenschaft , dafs sie für ^ = 1 nur endliche bestimmte 

Werthe haben . selbst dann , wenn D (a) eine A te Potenz ist , wo ~^, stets 

den Werth Eins hat , denn in den Nennern der Brüche , aus welchen sie 
bestehen, kommen nur die Quadrate oder Guben oder höhere Potenzen der 
nichtcomplexen Primzahlen vor, imd zwar jede derselben nur A mal, weil 
es nicht mehr als A conjugirte Primzahlen <p(a) giebt, welche dieselbe Norm 
haben. Wenn daher mit G(s) eine jede beliebige eindeutige Funktion von 
s bezeichnet wird, welche in den Grenzen ^ = 1 bis 5 = 00 continuirlich 
ist, und auch für s =^ i einen endlichen bestimmten Werth behält, so kann 
die Gleichung (3.) einfacher so dargestellt werden: 

(4.) log. A = 2 V» («)/ + G{s). 

Wenn nun der Kürze wegen folgender, aus den in D(a) enthalte- 
nen Zahlen 6, 6,, 6,, ... 6._, und aus anderen n Zahlen c, c,, c«, ... c,_, 
gebildete Ausdruck : 

(5.) bc + b,c, -f. ft,c, + ... Ä_,c.^, 

mit C bezeichnet wird, und man multiplicirt die Gleichung (4.) mit a^ , und 
nimmt sodann die Summe für alle Werthe des & = 0, 1, 2, ... A — 1 , 5^ =s 
O9 1)2, ... A — 1 u. s* w. so erkennt man zunächst, weil 

«-'(fg)* = '-" o" • «-'■ '■ my'' •••• 

„-»._, c._, / F._,(a) V..,fc 

•••• \wr) 

dafs die, in Beziehung auf die angegebenen Werthe der Zahlen 6, &,, h,, 

Q2 
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... &.., genommene Smnme dieses Ausdrucks immer gleich Null wird, wenn 
nicht gleichzeitig 

<«•) (f&;)' = •• . (^r = «'■ •••• i^y = «'- ■ 

dafs aber, wenn diese Gleichungen zugleich Statt haben, diese Summe gleich 
A* ist. Es folgt diefs unmittelbar daraus , dafs die Legendreschen Zeichen 
nur Potenzen von a sind, und dafs i + a' + a" 4- ... -♦- a^^""**'' gleich 
Null ist, wenn r nicht durch A theilbar ist, aber gleich A, wenn r durch A 
theilbar ist. Man hat daher : 

(7.) Sa-- log. A =A- S ^^±-^ + G(s), 

WO das Summenzeichen S auf alle Werthe der in C und Lj^ enthaltenen 
Zahlen S = 0, 1, 2, ... A — 1, S, = 0, 1, 2, ... A — 1 u. s. w. sich bezieht, 
das Summenzeichen X aber auf alle diejenigen Primzahlen (p (a) , welche den 
bei (6.) gegebenen Bedingungen genügen, und wo G(s) eine Funktion von s 
von derselben Beschaffenheit ist , als die oben mit demselben Zeichen be- 
legte. Endlich gebe ich noch der unbestimmten Zahl k die Werthe 1, 2, 
3 ••• A— 1 und simimire, so wird: 

(8.) Sa-^ log. (i„ £., L, ... £,_,)= X'X ^j^^ + G(s), 

WO das Summenzeichen 2 auf alle diejenigen complexen Primzahlen '^(a) 
sich erstreckt, welche den Bedingungen (6.), für irgend welche Werthe des 
Ar = 1, 2, 3, ... A -> 1 genügen. 

Das Produkt L^ L^ L^ ... Zi^.« ist, wie im §. 6. gezeigt worden ist, 
für den Werth ^ = 1 ein Faktor der Klassenanzahl aller idealen Zahlen in 
w der Determinante D{a)y welche den bei (1.) angegebenen Werth hat. 
Dieses Produkt ist daher für ^ = 1 immer endlich, sobald D{a) die einzige 
Bedingung erfüllt, welche bei der Entwickelung dieser Elassenanzahl gemacht 
worden ist, nämlich, dafs die Determinante nicht eine vollständige Ate Po- 
tenz sei , in welchem Falle von complexen Zahlen in w gar nicht die Rede 
sein kann. Nach der Voraussetzung des Satzes ist aber D (a) niemals eine 
Ate Potenz, wenn nicht alle Exponenten &, &,, h^y\.. &._, einzeln congru» 
ent Null sind , nach dem Modul A ; darum ist das eine Glied der Summe S^ 
für welches S = 0, S, = 0, ft, = 0, 6,_, = ist, das einzige, welches 
für « = 1 nicht einen endlichen Werth behalten mufs. Wirft man nun alle 
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die Glieder dieser Summe, Ton denen fest steht, da{s sie för ^ = 1 endliche 
Werthe behalten, auf die andere Seite der Gleichung und vereinigt sie dort 
mit den durch G{s) bezeichneten Theflen, so hat man, weil das unendliche 
Produkt L^ für 2> (a) = 1 dasselbe ist als Zr^ : 

(9.) (A - 1) log. X, = A- 5 j^f^ + G{s), 

Läfst man nun s bis zur Gränze ^ = 1 abnehmen, so wird L^ unendlich 
groüs, wie im §. 6. gezeigt worden ist, G(s) aber bleibt endlich; darum 
muls die Summe X , welche sich auf die Primzahlen (p (d) bezieht unendlich 
groüs werden, es muüs also unendlich viele Primzahlen (p(a) geben, welche 
den bei (6.) angegebenen Bedingungen, für gewisse Werthe des Xr = 1, 2, 
3, ••• A — 1 genügen« Setzt man diese Bedingungen, indem man anstatt der 
Legendreschen Zeichen die Indices anwendet, welche sich auf die Primzahl 
<l> (a) als Modul beziehen, in die Form 

(10.) Ä: Ind. F(a) = c, kJnd. F,(d) = c,, ...Ärlnd. F..,(a) = c._,, modA. 

so hat man die Indices dieser complexen Zahlen F(a), F/a) ..•• JP._,(a) 
proportional den beliebig gegebenen Zahlen c, c^, ••• c..,, nach dem Mo- 
dul A, was zu beweisen war. 

Um den gefimdenen Satz auf die Frage wegen der wahren Anzahl der 
wirklich vorhandenen Gattungen der idealen Zahlen in z anzuwenden, nehme 
ich far die Zahlen F(a), F,(d), F^(a) ... F._,(a) folgende /M + rz 

fn i7i| ntf _| 

(11.) £.(a), £,(a), ... E^^,(a),f(a) ,f,(a) , .../_.(a) 

wo E,(a) folgende zusammengesetzte Ereistheilungseinheit bezeichnet: 

von welcher ich in der Abhandlung über die Ergänzungssätze zu den allge- 
meinen Reciprocitätsgesetzen bevriesen habe , daüs ihr Index in Beziehung 
auf die Primzahl ^ (a) folgenden Werth hat : 

(13.) Ind. £.(«) = (- 1)- (y" - 1) ^ "^'ä^fK mod. A. 

wenn JB. die nte Bemoullische Zahl ist, und y die in E,(a) enthaltene, pri- 
mitive Wurzel der Primzahl A; wo femer y(a),y,(a), ...^.|(a) verschie- 



142 

dene Primzahlen sind , wielche alle primär' genommen werden sollen , und 
die Exponenten m, m,, ... m,., so beschaffen, daüs diese Potenzen wirklich 
werden , wenn die complexen Zahlen selbst ideal sind. ' Diese ß + r wirk- 
lichen compiexen Zahlen erfüllen die in dem Satze ausgesprochene Bedin- 
gung , dads ein Produkt yon Potenzen derselben nicht eine Ate Potenz sein 
kann , ohne dafs die Exponenten der Potenzen alle einzeln durch X theilbar 
sind. Wenn nämlich das Produkt: 

(14.) a E,(a) E,ia) ... £^_,(a) /(a) /,(a) 

eine Ate Potenz sein soll, so müssen zunächst, weily*(a), f^{a)y .../).,(«) 
verschiedene Primzahlen sind, 6^, 4^^,, ••• ^^.^r-i ^^ Vielfache von A sein, 
weil m, m, ... m^_, nicht durch A theilbar sind; femer mufs b ein Viel- 
faches von A sein, weil die Ate Potenz einer wirklichen complexen Zahl in a 
nothwendig einer nichtcomplexen Zahl congruent ist nach dem Modul A und 
weil , wenn b nicht dturch A theilbar ist , dieses Produkt selbst nicht für den 
Modul f einer nichtcomplexen Zahl congruent sein kann. Es bleibt also 
nur noch zu zeigen, dafs auch das Produkt 

nicht eine Ate Potenz sein kann, ohne dafs ft,, £,, ... ft^.^ alle durch Atheil- 
bar sind. Dieses wird am leichtesten mit Hülfe des in der genannten Ab- 
handlung pag. 134. gegebenen Ausdrucks des Logarithmus der Einheit E^(ä) 
gezeigt, nach welchem 

(15.) l (^) = - (- !)• (V- - % %..(«), mod. X, 

X,. (a) = « 4- y-*' a" + y*' a"* + ... + v"««^-" a'*"" . 



Vermöge dieses Ausdrucks wird der Logarithmus des obigen Produkts con- 
gruent : 

(16.) — b, ß, %.(a) — 6, /3, %,(a) J^^, Ö^^, %«M.t(^)* 



nach dem, Modul A, wo der Kürze wegen 
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(- !)• (V- - 1) % = ^ 



gesetzt ist. Dieser Ausdruck des Logarithmus des Produkts mufs congru- 
ent Null sein, wenn das Produkt eine Ate Potenz ist, welches nicht anders 
geschehen kann, als dafs alle Glieder einzeln congruent Null sind, also b^ß^ 
= 0, 6,)8g = 0, J^_|/3^_^ = 0, und weil keine der Zahlen /3^, /B^, .... 
ß^^t durch X theilbar ist, so müssen die Zahlen d^, b^y ... b^_^ alle durch A 
theilbar sein. 

Da also die bei (H«) angenommenen complexen Zahlen den Bedin- 
gungen des Satzes (I.) entsprechen, so folgt, dafs es unendlich viele Prim- 
zahlen ip (a) giebt, für welche 

k Ind. (a) = — C,_,, k Ind. E,(ä) = ß, C,^„ k Ind. JE,(a)= /3,C,_, 



m 



(17.) ... Ä:Ind.jB^^,(a) = /3^.,C3, Älnd./(a) =mK y 

... klnd.f^^,(a) =m,_,JSr,_, 

ist, für alle beliebig gegebenen Werthe der Zahlen Cj^_,, C^^^^y C^_^ ... C,, 
JT, JT,, ... H^r^i • Diese Congruenzen können vermöge des bei (13.) gege- 
benen Ausdrucks des Index der Einheit £. (a) , und vermittelst des Legen- 
dreschen Zeichens auch so dargestellt werden : 

h i-^H<^) — c Je ^o'^'^^C^^) — r 

(18.) k ^^^^ = c,. k :^i^ = c. , 



c^ä)' - «' •••• (^y - « 



Es ist nun die Bedingung einzufuhren, dafis die Primzahl <^(a) die 
Norm einer idealen Primzahl (p (z) der Determinante 



fn 771« 771, 



r — I 



ist, welche darin besteht, dafs (t-t^v) = 1 sei. Setzt man der Kürze 
wegen : 
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so hat man zunächst nach der §• 14«, bei (25.) gegebenen Formel, 

die Bedingung (rr^) = 1 gi^bt daher : 

^ *' 4- ... + m,_, jr,_, = 0, mod. A. 



Vermöge dieser Congruenz wird eine der yi> + r Gröfsen Cj,_,, C^.,, ... C3, 
i£^ jBT,, ... jfiT^.,, als welche die letzte üt^., genommen werden kann, durch die 
übrigen ju + r — 1 bestimmt, deren jede einzelne alle Werthe 0, 1, 2, ... 
A — 1 annehmen kann, so dafs im Ganzen A"*'"* Werthverbindtmgen der 
Gröfsen C^_,, C^_^^ ... C3, JT, Ä",, ... JSl^_, bestehen, für welche ^(a) die 
Norm einer idealen Zahl tp {z) ist. 

Wenn nun , wie in dem Folgenden bewiesen werden wird , zwischen 
je zwei complexen primären Primzahlen f{a) und ^(a) das Reciprocitäts- 
gesetz 

V4>(«)/ ~ V/(*)/ 
besteht, so kann man demgemäfs statt 

//(«)\ //»(«) \ / yr-»(«) \ 

die Ausdrücke 

V /(•)/' V/.(«)/' V/.-.i(«)/ 
nehmen und die Gongruenzen folgendermaafsen darstellen : 

(20.) 

Die ideale Zahl (piz)^ , deren Norm gleich <f>(a)* , ist also eine solche, wel- 
che die Charaktere C^«o C^.,, C^^^y ... Cg, Ä", JT^, ... Ä",., hat, welche 
der einzigen Bedingung (19.) imterworfen sind, und wie auch die Werthe 
dieser Charaktere gewählt werden mögen , wenn sie nur der in der Congru- 
enz (19.) gegebenen Bedingung genügen, so giebt es stets ideale Zahlen 
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^ (^/ 9 welchen diese Charaktere zukommen. Die Anzahl der angebbaren 
Gesamtcharaktere, welche gleich X""*"' ist, weil jeder der fx -+- r Charaktere 
die A Werthe 0, 1, 2, ... A — 1 haben kann , wird durch die Congruenz (19«) 
genau auf den Ateü Theil eingeschränkt, diese A'"^"* Gesamtchararaktere 
geben aber ebensoviele wirklich vorhandene Gattungen , weil jedem dersel- 
ben ideale Zahlen in z angehören« 

Hiermit ist, unter der Voraussetzung , dafs unter je zwei primären 

complexen Primzahlen y*(a} und (f>(d) das Reciprocitätsgesetz (^t^) =( /yi) 

gültig ist, der Satz bewiesen : 

(n.) Die Anzahl der wirklich yorhandenen Gattungen 
der idealen Zahlen in z ist genau gleich dem Aten Theile aller 
angebbaren Gesamtcharaktere. 



§. 17. 
Beweis der allgemeinen Reciprocitätsgesetze. 

In dem Beweise der allgemeinen Reciprocitätsgesetze zwischen je zwei 
complexen Primzahlen in a, welcher sich auf die in dem Vorhergehenden 
entwickelte Theorie der complexen Zahlen in is, und namentlich auf die 
Eintheilung der idealen Zahlen dieser Theorie in die Gattungen stützt, sind 
diejenigen complexen Primzahlen in a, in Beziehung auf welche alle Ein- 
heiten Ate Potenzreste sind, die als complexe Primzahlen der zweiten Art 
bezeichneten, von denen , welche diese besondere Eigenschaft nicht haben, 
den complexen Primzahlen der ersten Art, zu unterscheiden und namentlich 
folgende drei Fälle besonders zu behandeln : erstens der Fall , wo beide zu 
vergleichenden complexen Primzahlen der ersten Art angehören , zweitens, 
wo eine der ersten Art , die andere der zweiten Art angehört und drittens, * 
wo beide der zweiten Art angehören. 

Für den ersten dieser drei Fälle reicht es hin, nur solche complexe 
Zahlen in z anzuwenden, deren Determinante nicht mehr als einen idealen 
Primfaktor enthält. Es sei also : 

D(a) = e(a)f(ar, 
f{a) eine complexe Primzahl der ersten Art, welche primär angenommen 

Math. Abh. der K. Ak. d. fTtss. 1859. Nr. 2. R 
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werden soll, m ein nicht durch A theilbarer Exponent, welcher bewirkt, 
dafsyCa)* wirklich ist, wenn y(a) selbst ideal sein sollte, und ^(a) eine be- 
liebige Einheit, welche jedoch durch die Bedingung, dafs D{a) — 1 durch 
^, aber nicht durch f theilbar sein soll, einer gewissen Beschränkung unter- 
worfen ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist von den fi+i Charakteren C, , C^ , 
••• C]^_, und JT, welche überhaupt Statt haben, der letzte durch die übri- 
gen vollständig bestimmt, in der Art, dafs alle idealen Zahlen in 2, welche 
dieselben Werthe der Charaktere C^, C^, ..• C^_, haben, auch denselben 
Werth des Charakters K haben müssen. (Satz (I.) §. 16.). Wenn femer 
(p{z) irgend eine ideale Primzahl in z ist, so giebt es stets eine wirkliche 
complexe Zahl in fv, F{w)y welche als ideale Zahl in z betrachtet, dieselben 
Werthe der Charaktere Cg, C^ , ... C^_, hat, als <^(ä), (Satz (11.) §. 16.), 
und welche darum auch denselben Werth des letzten Charakters K haben 
mufs, als diese. Wird nun die Norm der idealen Primzahl (p{z) mit <^(a} 
bezeichnet , wo <p (a) nach der allgemeinen Festsetzung über die Normen der 
idealen Zahlen in z primär ist; wird femer die Norm der wirklichen com- 
plexen Zahl F{w) mit F(a) bezeichnet ^ und dieselbe in der primären Form 
genommen durch F^ (a), so hat man : 

('•) (t^ ) = m = «'. 

oder, was nach der §• 14. gegebenen Definition dieses Legendreschen Zei- 
chens für zusammengesetzte Moduln dasselbe ist : 

(2-) (5g) = «■'• 

Nimmt man nun 

F{w) = A + A,^ + A^a^^ + .... + -4j,_, w^^"* , 

und entwickelt die Norm von ^(^), so ist A^ das einzige Glied dieser Norm, 
welches (v^ nicht enthält, man hat also 

iVF(«;) = F(a) = A^, mod. D(a), 

oder was dasselbe ist : 

(3.) (ig) = 1. 
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Drückt man nun nach Formel (23.), §• 14. das Legendresche Zeichen für 
das nicht primäre JF'(a) durch das entsprechende Zeichen für das primäre 
F^a) aus, so hat man • 



9 



also vermöge der Gleichimgen (2.) und (3,): 

(4.) mK— C,D^^, + C,2),^, + C,D^^, + ... + C,_^D^ = 0, mod. X. 

Femer hat man nach derselben Formel (23.), §• 14, weil^Ca)* die complexe 
Zahl D (a) in ihrer primären Form darstellt : 

Setzt man nun 

und beachtet , dafs <p (a) als Norm einer idealen Zahl in z der Determinante 
D(a) der Bedingung 



(«•) im) = 



genügen mufs, so hat man 

(6.) mK' — D,C^^, + 1>,C,_, + D,C^_, + ... + i>x-3^3 = 0, mod. A. 

Verbindet man nun die beiden Congruenzen (4.) und (6.) mit der Con- 
gruenz 

(7.) 2>x_.C, -D,_.C. + 2>,.,C.-D,_»C, + ...+2>,C,.. =0, 

mod« A, 

welche nach dem Satze (I.) §. 14. Statt haben mufs, weil F(a) die Norm 
der wirklichen compiexen Zahl F(w) ist, so erhält man : 

mlC ^ mK\ mod. X, 

und weil m nicht durch A theilbar ist : 

K=K, mod. A, 

also 

R2 
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Dies« Gleichung giebt das Reciprocitätsgesetz unter den beiden pri-* 
mären Primzahlen /"(a) und 0(a), deren erste eine complexe Primzahl der 
ersten Art ist y und die andere (f> (a) eine Primzahl , welche der einen in der 
Gleichung (5.) enthaltenen Bedingung unterworfen ist^ daüs 

sein mufs. 

Wenn nun f^(ä) eben£sdls eine complexe Primzahl der ersten Art ist» 

also Einheiten ^(a) existiren, für welche (xt^) nicht gleich Eins ist, so 

kann man, welchen. Werth auch ( ^7^) habe, die Einheit e (a) in der Regel 

so wählen, dafs die Bedingung (9.) erfüllt wird, woraus folgt, dafs in der 
Reciprocitätsgleichung (8.) die Primzahl ^(a) eine jede primäre Primzahl der 
ersten Art darstellt. In einem ganz besonderen Falle jedoch wird durch die 
Bedingung , welcher die Determinante D (a) unterworfen ist, dafs D(ä) — 1 
durch ^ aber nicht durch ^' theilbar sein soll, eine Ausnahme begründet. 
Der primäre Faktor der Determinante : /^(a)* hat als solcher die Eigenschaft 
einer nichtcomplexen Zahl congruent zu sein, nach dem Modul ^'; femer, 
wenn die Einheit e(a) in die Form a^B(a) gesetzt wird, wo e(a) eine, nur 
die zweigliedrigen Perioden a + a""', a^ + ar*, ••• enthaltende Einheit ist, 
welche Form einer jeden Einheit in a gegeben werden kann , so hat auch 
e(a) die Eigenschaft, einer nichtcomplexen Zahl congruent zu sein, nach dem 
Modul ^' ; da aber 2>(a) diese Eigenschaft nicht haben darf , so folgt, dafs 
a^ dieselbe Eigenschaft nicht haben darf. Es ist aber a^ = 1 — Xr^, mod« ^*, 
woraus folgt, dafs k nicht durch ^ theilbar, oder was dasselbe ist, k nicht 
gleich Null sein darf. Wenn nun die Primzahl <^(a) die ganz besondere 
Eigenschaft hat , dafs für dieselbe alle aus den zweigliedrigen Perioden ge- 
bildeten Einheiten €(a) Ate Potenzreste sind, und wenn zugleich auchy*(a) 
ein Ater Potenzrest Ton <f>(fi) ist, so ist die Bedingung (8.) nicht zu befirie- 
digen, weil in ^(a) = a*e(a) die Zahl k nicht gleich Null sein dar^ es folgt aber 
auch, daüs diefs der einzige Ausnahmefall ist. Es ist indessen leicht auch für 
diese besonderen Primzahlen ^(a) die Gültigkeit der Reciprocitätsgleichung (8.) 
zu erschlieüsen. Weil nämlich dieser Ausnahmefall niemals eintritt , sobald 
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f{a) ein Nichtrest von <^(a) ist, so zeigt die Gleichung (8.) zunächst, dafSs, 
wenn eine der beiden Primzahlen der ersten Art f(a) und ^ (a) ein Nichtrest 
der anderen ist, auch diese andere Nichtrest der ersten sein mufs, und hier- 
aus folgt sodann, dafs wenn die eine Rest der anderen ist, auch die andere 
Best der ersten sein mufs ; denn wäre die zweite ein Nichtrest der ersten, so 
müsste auch die erste ein Nichtrest der zweiten sein. Die Beschränkung 
der Determinante, da£s 2>(a) -* 1 nicht durch ^' theilbar sein darf, begrün- 
det also keine Ausnahme in der Allgemeingültigkeit des Reciprocitätsgesetzes 
(8.) für je zwei beliebige complexe Primzahlen der ersten Art, und man hat 
das Resultat : 

(I.) Wenn f{a) und <^(a) zwei primäre complexe Prim- 
zahlen der ersten Art sind, so besteht unter ihnen das Reci- 
procitätsgesetz: 

Wenn nun zweitens die Primzahl <^(a) in der Gleichung (8.) eine 
complexe Primzahl der zweiten Art ist, für welche alle Einheiten Ate Po- 
tenzreste sind, so folgt aus der Gleichung (9.), dafs <^(a) die Bedingung 

\io7 ~ ^ erfüllen mufs , und da£s, wenn diese Bedingung erfallt ist, die 

Reciprocitätsgleichung (8.) Statt hat. Man hat also folgenden Satz: 

(Q.) Wenn eine primäre complexe Primzahl der ersten 
Art, y(a), ein Ater Potenzrest einer primären complexen Prim- 
zahl der zweiten Art, ^(a) ist, so ist auch tpia) ein Ater Po- 
tenzrest vony(a). 

Dafs die Umkehrung dieses Satzes ebenfalls richtig ist , kann aus dem 
Vorhergehenden noch nicht erschlossen werden. 

Um nun die Reciprocitätsgesetze auch für die Fälle , wo von den bei- 
den zu vergleichenden Primzahlen die eine der ersten Art , die andere der 
zweiten Art angehört, und wo beide der zweiten Art angehören , vollständig 
zu entwickeln, wende ich complexe Zahlen in is an, deren Determinante 
zwei verschiedene Frimfaktoreny*(a) imdy^a) enthält, far welche also 

771 I7I| 

2>(o) = e(a)f(a) . e,(a)f,ia) 
ist. Es sollen auch hiery(a) und jT, (a) als primSr angenommen, und m und 
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m, so gewählt werden, dafsy(a)'" xmd^^ (a)*"« wirklich werden, wenny*(a) 
odery,(a) ideal sind; femer soll, entsprechend den Voraussetzungen des 
Satzes (HI), §.15. festgesetzt werden, dafsy\a) eine Primzahl der zweiten 
Art , y^, (a) aber eine Primzahl der ersten Art , tmd da£s f^ (ä) Nichtrest 
von f{a) sei. 

Unter diesen Voraussetzungen findet nach dem Satze (IV.) §• 15. un- 
ter den Charakteren C^, Cj, ••• C^_^^ KxmA Ä", einer jeden idealen Zahl 
<p (z) die Beziehung Statt , dafs der Charakter K^ durch die übrigen Charak- 
tere vollständig bestimmt ist, in der Art, dafs alle idealen Zahlen in z^ wel- 
che dieselben Werthe der Charaktere C3, Cj, ... C^_^ und JST haben, auch 
denselben ^erth des Charakters K^ haben müssen. Es giebt auch zu jeder 
idealen Zahl <p{z) eine wirkliche complexe Zahl F(u^ i/J, welche als ideale 
Zahl in z betrachtet yollständig dieselben Werthe der Charaktere hat , als 
<p{z). Wenn nun wieder ip{z) als ideale Primzahl angenommen wird , und 
ip (a) die Norm derselben , also primär ist ; wenn femer F(a) die Norm yon 
F{Uj i/,) bezeichnet und F^(a) die primäre Form der Zahl F(a)^ und wenn 
auch die übrigen im §. 15. festgesetzten Bezeichnimgen beibehalten werden, 
so hat man : 

Aus dem Ausdracke der complexen Zahl F(u, u,) folgt femer fiir die Norm 
derselben JF'(a), aufser der schon im §. 15. entwickelten Gleichung: 

ebenso auch die Gleichung: 

Wenn nun nach der schon mehrmals benutzten Formel (23.), §. 14. die in 
diesen beiden Gleichimgen vorkommenden Legendreschen Zeichen för die 
nichtprimären Zahlen iP(a), &(d) und d(a) durch die entsprechenden für die 

primären Zahlen -F^(a), /".(a)*"« undy*(a)"' ausgedrückt werden, und 
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gesetzt wird, so erhält man die beiden Gongruenzen : 

(14.) K=(n — n,)mjy 

_ moa. A, 

(15.) K,+S,= (n, - n) {mi' + s,) , 

deren erstere schon im §. 15. hergeleitet worden ist. 

Aus der Bedingung , dafs ^(z) ein idealer Primfaktor yon <^(a) ist, 
hat man femer 
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(DM\ _ A(«)g,(«) \ //(«)\ //i(^)\ _ . 

Vc|>(«V ~ V 4>(«) / \4>(«)/ V(|>(«)/ ~ ' 
und wenn man das Legen dresche Zeichen für die nich^rimäre Zahl D{a) 

durch das entsprechende für die primäre TAB!t^f{a)^f^{ay^^ ausdrückt, und 
der Kürze wegen 

im)-'"'' e^ä)=«'' 

setzt y so erhält man aus der Bedingung, da£s 2>(a) Rest von <^(a) ist, die 

» 

Congruenz : 

(16.) T + mK' + m, JSr; = 0, mod. A. 

Endlich, weil F{a) die Norm der wirklichen complexen Zahl F(u^ a,) 
isty hat man noch die §. 15, bei (18.) entwickelte Congruenz: 

(17.) T —m^S^ — (ti — n,) m, *, = 0, mod. A. 

Aus den vier C!ongruenzen (14.), (15.), (16.) und (17.) erhält man 
nun diu*ch Elimination der drei Gröfsen T, S^ und n — n^y durch welche 
s^ von selbst mit weggeht, die Congruenz: 

(18.) m{iK — i'K) + mJ{K\—K,)=Q, mod. A, 

aus welcher das Reciprocitätsgesetz far die beiden Fälle : erstens , wo eine 
der beiden Zahlen y*(a) und ^(a) der ersten Art, die andere der zweiten 
Art angehört, und zweitens, wo beide der zweiten Art angehören, ent- 
wickelt werden soll. 

Ich nehme zuerst <^(a) als eine Primzahl der ersten Art. Für eine 
solche Primzahl gilt, weil^/a) ebenfalls der ersten Art angehört, nach dem 
Satze (I.) das Reciprocitätsgesetz : 
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/4>(»)\ _ /y.(«)\ 

man hat also 

Aus der Gongruenz (18.) fällt daher das zweite Glied hinweg, und dieselbe 
giebty wenn durch m diyidirt wird, welches den Faktor A nicht enthält: 

(19.) iK' = i'iS:, mod. A, 

oder 

Es ist nun auch hier zunächst zu ermitteln , in wie weit die Primzahl 
der ersten Art ^ (a) von den beiden Primzahlen f{a) und f^ (a) unabhängig 

ist. Dieselbe ist der einzigen Bedingung unterworfen, dafs ( Tpr) = 1 s^in 

mufs y welche , da ip (a) eine Primzahl der ersten Art ist , durch passende 
Wahl der in D(a) enthaltenen beliebigen Einheit e(a)e^(a) immer erfüllt 
werden kann, wenn nicht, ebenso wie in dem obigen ersten Falle, die Be- 
dingung, dafs D(a) — 1 nicht durch ^' theilbar sein darf, eine Ausnahme 
begründet. Dieses kann nur dann der Fall sein, wenn (p(a) die ganz beson- 
dere Eigenschaft hat, dafs alle aus den zweigliedrigen Perioden gebildeten 
Einheiten Ate Potenzreste von ^(a) sind, die Einheit a aber Nichtrest ist, 
und wenn aufserdem 

ist. Weil femer die Zahlen m und m, nur in so weit bestimmt sind, da& 

sie nicht durch A theilbar sein dürfen und dafs /{a)^ und /',(«)'"* wirkliche 
complexe Zahlen sein sollen, so kann man anstatt m auch km setzen, wo k 
eine jede der Zahlen 1, 2, 3, ••• A — 1 vorstellt. Hieraus folgt, dafs man 
die Zahlen m und m, immer so wählen kann, dafs die Gleichimg (21.) nicht 

Statt hat, ausgenommen in dem Falle, dafs (tt^x) ^uid ("^t^} beide ein- 
zeln den Werth Eins haben. Die Primzahl der ersten Art ^ (a) kann also 
in der Gleichung (20.) namentlich alle diejenigen Werthe ohne Ausnahme 

erhalten, für welche (xt^) nicht gleich Eins ist, und es wird hinreichen, 
diese allein in Betracht zu ziehen. 
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Die erste Folgerung , welche ich aus der Gleichung (20.) ziehe , ist 

die, daüs, wenn (r---^) nicht gleich Eins ist, f nicht congnient Null sein 

kann ; da nämlich nach der Voraussetzung i nicht congnient Null ist , so ist 

auch (rr^y nicht gleich Eins und darum <" nicht congruent Null. Also 

wenny^fa) Nichtrest Ton/*(a) ist, so ist auchy(a) Nichtrest ronf^(a). Die 
Gültigkeit dieses Schlusses hängt jedoch daron ab, dafs man immer eine 
Primzahl <^(tt) der ersten Art finden kann, för welche eine beliebig gegebene 
Primzahl y^(a) der zweiten Art Nichtrest ist, welches Postulat demjenigen 
ToUständig analog ist , dafs zu jeder gegebenen Primzahl der Form 4 71 + 1 , 
eine Primzahl der Form 4/1 + 3 gefunden werden kann , in Beziehung auf 
welche jene quadratischer Nichtrest ist, welches Legendrein seinem Beweise 
des quadratischen Reciprocitätsgesetzes gemacht und unbewiesen gelassen 
hat. Aus dem im $. 16. bevriesenen Satze (I.) folgt aber fast unmittelbar, 
daüs es stets unendlich viele Primzahlen ^ (a) giebt, welche dieser Forderung 
genügen. Betrachtet man nämlich in diesem Satze nur zwei gegebene, wirk- 
liche complexe Zahlen, und nimmt für die eine eine Einheit E{a)y für die 
andere abery*(a)"', so zeigt derselbe, dafs es unendlich viele Primzahlen ^(a) 
von der Art giebt , dafs 






ist, wo c imd c^ beliebig gegebene Zahlen sind , und k nicht durch X theil- 
bar. Wählt man also c imd ebenso auch c , nicht durch A theilbar , so ist 

v^T^O "^^^^ gleich Eins, also <^(a) eine Primzahl der ersten Art, imd auch 
/ /(«)\ j^icht gleich Eins , wodurch die Existenz imendlich vieler , der For- 
derung entsprechender Primzahlen bewiesen ist. Die somit streng bewie- 
sene Folgerung: wenn eine Primzahl der ersten Art Nichtrest einer Prim- 
zahl der zweiten Art ist, so ist auch diese Nichtrest von jener, bildet die 
Ergänzung des Satzes (ZI.) imd giebt folgenden vollständigeren Satz : 

(III.) Wenn von zwei primären complexen Primzahlen, 
deren eine der ersten, die andere der zweiten Art angehört, 
die eine Ater Potenzrest der andern ist, so ist auch diese Xter 
Potenzrest von jener. 

Math. Abh. der K. Ak. d. TTiss. 1859« Nr. 2. S 



t54 

Um nun für den geg^iwärtigea F^l , wo die eine der beiden zu ver- 
gleic^ienden Zahlen der ersten Art angehört , die andere aber der zweiten 
Art > das Reciprocitätsgesetz auch fiir die A — 1 verschiedenen Klassen der 
Nichtreste in derselben einfachen Form zu erhalten wie im ersten Falle, 
aeige ich , dsSs in der Gleichung (20.) nothwendig i s= i' sein mufs. Zu 
diesem Zwecke wende ich die eine Reciprocitätsgleichung an, welche die 
Ereistheilung gewährt, nämlich folgende : 

in welcher if^(a) ein complexer Frimfaktor der Primzahl p von der Form 
7iA+ 1 ist, /^(a) ein complexer Primfaktor der Primzahl 9, welche zum 
Exponenten y gehört, nach dem Modul A, ef^=z A — 1 und y eine primitive 

Wurzel von A, so dafsy(a), f{a^) .../*(a*^" ) die e verschiedenen idealen 
Primfaktoren des q sind. Man sehe die Abhandlung von Eisenstein in 
den Monatsberichten der Akademie vom Mai 1850. 

Ich wähle nim die Primzahl <^(a) in der Gleichung (22.) so, dafs die 

^ — 1 zw f{a) conjugirten Zahlen /'(a^),y(a'y ), •••f(ctT'^ ) Ate Potenzreste 
für <p(a) sind, die Zahiy*(a) selbst aber ein Nichtrest von (p(a). Dafs es 
stets Primzahlen (p (a) giebt , welche diesen Bedingungen genügen , folgt un- 
mittelbar aus dem Satze (I.) §• 16«, wenn in demselben für F{a)y F^{a), ••• 

die e wirklichen complexen Zahlen ^(a)*, /{o^fj ..* /'(«'^'~ )* und irgend 
eine Einheit E(a) genommen, und die Zahlen, welchen die Indices dersel- 
ben proportional sein sollen, mit Ausschlufs des Index yon f{a) und des 
Index der Einheit E{a) alle gleich Null gewählt werden. Wenn die Prim- 
zahl 4>(a) in dieser Weise bestimmt ist, so erfüllt sie die eine Bedingung : dals 
die Norm derselben eine nichtcomplexe Primzahl p von der Form 71A + 1 

sei, von selbst; denn die nichtcomplexe Zahl q ^=zf{a)f{a^) fip^'^'^ ) 

ist ein Nichtrest von (p{a) und eine nichtcomplexe Zahl kann nur für solche 
complexe Primzahlen Nichtrest sein, welche zum Exponenten Eins gehören, 
das heifst deren Norpien Primzahlen der Form tzA + 1 sind. 

Wenn nun die complexen Primzahlen jTCa^) , f{(t^ ) ... /T^*^" ) ^*? 
.Potenzreste von <p{a) sind, so ist nach dem Satze (in.) auch umgekehrt ^(a) 
ein Ater Potenzrest für jene, und die Gleichung (22.) giebt, wenn für die 



155 

Legen dreschen Zeichen, deren Werth gleich Eins ist, dieser Werdi 
gesetzt wird : 

Für eine solche specieU bestimmte Primzahl ./>(a) ist also in der Gleichung 
(20.) i = {' und weil / und i' für alle complezen Primzahlen ^(a) der ersten 
Art, für welche /"(a) ein Nichtrest ist, dieselben Werthe haben müssen, so 
folgt, dafe für alle diese ebenfells i = »' oder 

//(*)V _ /<fc(i)\' 

Vrj)(*)/ ~ V/(*)/ ' 

woraus unmittelbar folgt, dafs auch 

<-^-> ei) = (f D 

ist| wodurch dieses einfache Reciprocitätsgesetz für die yerschiedenen A — 1 
Klassen der Nichtreste bewiesen ist. Da dasselbe nach dem Satze (III«) für 
die Reste bereits fest steht, so hat man den allgemeineren Satz : 

(IV.) Wenn von zwei primären complexen Primzahlen 
0(a) undy(a) die eine der ersten Art, die andere der zweiten 
Art angehört, so besteht unter denselben das Reciprocitäts-' 
gesetz: 

Es bleibt nun noch öbrig , das Reciprocitätsgesetz auch für den drit- 
ten Fall zu entwickeln ,• wo die zu Tcrgleicbenden primären Primzahlen y(a) 
uiüd ^.(a) beide der zweiten Art angehören» Nimmt man zu diesem Zwecke 
in der Gongruenz (18.) ^(a) als eine primäre Primzahl der zweiten Art, so 
hat man, weil das Reciprocitätsgesetz fi&r zwei primäre complexe Primzahlen, 
deren eine der ersten die andere der zweiten Art angehört, gültig ist : 

säso 

(26.) I = i'y K, = K\ mod. A. 

Die Gongruenz (18.) giebt daher, weil i nicht = ist: 

K' = JiT, mod. A, 

S2 
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und mithin 

<*^-) (IS) = C-i) • 

welches Resultat für jede complexe Primzahl der zweiten Art ^(a) gültig ist, 
die der Bedingung (-tt^) = 1 g^^^ügt. Diese Bedingung giebt, weil in Be- 
ziehung auf <f>{a) als Primzahl der zweiten Art jede Einheit ein A ter Potenz- 
rest ist: 



fR tfii 



welcher man durch passende Wahl der Zahlen m und m, inuner genfigen 
kann, wenn keines der beiden Zeichen ( rT^J ^"^d (^^t^) den Werth Eins 
hat. Wenn man also die Primzahl der ersten Arty,(a) so wählt, dafs 
V^(a)) ^^^^ gleich Eins ist, und dafs auch (fjr-j) nicht gleich Eins ist , so 

gilt unter den beiden Primzahlen der zweiten Art /^(a) und (f> (a) das Reci- 
procitätsgesetz (27.) für den Fall, dafs die eine Nichtrest der andern ist; 
wenn dasselbe aber für die Nichtreste besteht , so folgt von selbst , da£s es 
auch gelten muls , wenn die eine Primzahl Rest der andern ist. Es bleibt 
also nur noch zu zeigen, da& man, wie auch die beiden Primzahlen der 
zweiten Arty(a) und ^(a) gegeben sein mögen, stets eine Primzahl der ersten 
Art finden kann, welche Nichtrest yon/lfa) und auch Nichtrest von <f>(a) ist. 
Wählt man in dem Satze (I.) §. 16. für F{a)y F^{a) ... die wirklichen com- 
plexen Zahlen /"(a/, ^(a)* und eine Einheit £(a), so zeigt derselbe unmit- 
telbar, dafs es Primzahlen der ersten Art y,(a) giebt, für welche JXa) und 
<^(a) Nichtreste sind, und hieraus folgt nach dem Satze {IV •)y dafs auch um- 
gekehrt diese Zahlen /*,(«) sowohl ffiry(a), als auch für <p{a) Nichtreste 
sind« Somit ist die Gültigkeit des einfachen Reciprocitätsgesetzes auch 
für je zwei Primzahlen der zweiten Art bewiesen, und man hat den Satz : 

(Y.) Wenn zwei primäre complexe Primzahlen y*(a) und 
^(a) beide der zweiten Art angehören, so besteht unter den- 
selben das Reciprocitätsgesetz: 
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Es besteht also in allen drei unterschiedenen Fällen: wenn beide 
Primzahlen der ersten Art angehören , wenn eine der ersten Art, die andere 
der zweiten Art angehört, und wenn beide der zweiten Art angehören , das- 
selbe einfache Reciprocitätsgesetz. Das Resultat dieser Untersuchung oder 
das allgemeine ReciprocitStsgesetz , in so weit es hier streng bewiesen wor- 
den ist, kann daher vollständig so ausgesprochen werden : 

(VI.) Wenn X eine ungrade Primzahl ist, welche in kei- 
ner der ^ ersten Bernoullischen Zahlen als Faktor des Zäh- 
lers enthalten ist, so findet unter je zwei, aus Xten Wurzeln 
der Einheit gebildeten, wirklichen oder idealen, primären 
complezen Primzahlen /"(a) und ^(a) das Reciprocitätsgesetz 
Statt: 






wo da's dem Legendreschen analog gebildete Zeichen der Reste 
und Nichtreste der Aten Potenzen durch folgende Gongruenz 
bestimmt ist: 

'*g)=^(«)~^^ =«', mod./(«), 



V/(«)/ 



oder wenn ^{a) ideal, aber ^(a)* wirklich ist, durch die Gon- 
gruenz: 

t 

fffM - 1 
(^y S (^(«/) ^~" = «*', mod./(«), 

und wo die Bedingung, dafs eine compleze Zahl (p(a) primär 
ist, durch die beiden Gongruenzen: 

^(a) 0(a-') = <^(i)*, mod. A, 
^(a) = 0(i), mod, f% 

oder wenn ^(a) ideal, aber ^(a/ wirklich ist, durch die Gon- 
gruenzen: 

f(ay ip(a'y =(<^(t)*)S mod. A, 
^(a)* = 0(i)* , mod. f*, 

bestimmt ist. 
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Schliefslicb bemerke ich , dafs i^ auüs^r dem hier' gegebetien Be- 
weise noch zwei andere Beweise des allgemeinen JEleciproeitätsgesekzdd gei^* 
den h^be, welche, insofern einlacher sind^ als sie bedeut^d weniger Vor- 
arbeiten erfordern. Dieselben stutzen sich nämlich auf die Theorie der 
complexen Zahlen in w allein^ so dais die ganze Thieorie d&c complexen 
Zahlen in Zy die Eintheüung der idealen Zahlen dieser Theorie in die 
ELlaasen \u^^ Gattungen , die ganze Lehre von den ambigen Klassen und die 
sch^pfierige Bestimoiung der Anzahl der wirklich vorhandenen Gattungen 
erapart wird» Ich habe aber den hier gegebenen Beweis, auch nachdeoi ich 
die beiden, kürzeren g/eAmden hattCi nicht unterdrücken woUen, Weil er die 
allgemeine . Anwendbarkeit d^r Principien des entsprechraden Gaufsisches^ 
Beweises für die quadratischen Reste ins Licht stellt, und weil er, wenn 
die nöthigen Sätze aus der Theorie der complexen Zahlen in z einmal ent- 
wickelt sind, eben so einfach ist, als diese beiden neuen Beweise, welche 
ich der Inniglichen Akademie bei einer anderen Gelegenheit yorzutragenr 
gedenke- 
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